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Tensorprodukt Vektoren

Vektorraum 𝒏

Vektoren 𝑎⃗, 𝑏 Ɛ ℂ𝒏:

𝑎⃗ =

𝑎ଵ

…
𝑎௡

 , 𝑏⃗ =
𝑏ଵ

…
𝑏௡

Tensorprodukt:

𝑎⃗⨂𝑏 = ∑ ∑ 𝑎௜𝑏௝
௡
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ |𝑖𝑗⟩

2 qBits:

|𝑥ൿ = 𝛼௫|0ൿ + 𝛽௫|1ൿ |𝑦ൿ = 𝛼௬|0ൿ + 𝛽௬|1ൿ
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⨂
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𝛽௬
=

𝛼௫𝛼௬
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𝛽௫𝛼௬

𝛽௫𝛽௬



Tensorprodukt Vektoren
Basiszustände: lexikographische Sortierung

Dirac:
|0 > ⨂|0 >= |00 >

|0 > ⨂|1 >= |01 >

|1 > ⨂|0 >= |10 >

|1 > ⨂|1 >= |11 >

Vektor:

1
0

⨂
1
0

=

1
0
0
0

1
0

⨂
0
1

=

0
1
0
0

0
1

⨂
1
0

=

0
0
1
0

0
1

⨂
0
1

=

0
0
0
1



Tensorprodukt Vektoren
Beliebiger Zustand:

|𝑥ൿ = 𝛼௫|0ൿ + 𝛽௫|1ൿ |𝑦ൿ = 𝛼௬|0ൿ + 𝛽௬|1ൿ

|𝑥⟩⨂|𝑦⟩ = 𝛼௫|0⟩ + 𝛽௫|1⟩ ȉ 𝛼௬|0⟩ + 𝛽௬|1ൿ

= 𝛼௫𝛼௬ 00 > +𝛼௫𝛽௬ 01 > +𝛽௫𝛼௬|10 > +𝛽௫𝛽௬|11 >



Tensorprodukt Vektoren
n qBits:

|𝑥ଵ⟩ = 𝛼ଵ|0⟩ + 𝛽ଵ|1⟩

⋮

|𝑥௡⟩ = 𝛼௡|0⟩ + 𝛽௡|1⟩

|𝑥ଵ⟩⨂|𝑥ଶ⟩ … . . ⨂|𝑥௡⟩ = 𝛼ଵ𝛼ଶ ⋯ 𝛼௡ 00 ⋯ 0 > +𝛼ଵ𝛼ଶ ⋯ 𝛽௡|00 ⋯ 1 > ⋯ ⋯ + 𝛽ଵ ⋯ 𝛽௡ 11 ⋯ 11 >

2௡ Zustände:

|0 … … .0 >, |0 … … 01 >, … … , |11 … .10 >, |11 … … . . 11 >



Tensorprodukt Operatoren
Matrizen: A,B Ɛ ℂ𝒏×𝒏

Tensorprodukt:

𝐴⨂𝐵 =
𝑎ଵଵ𝐵 … 𝑎ଵ௡𝐵

⋮ ⋱ ⋮
𝑎௡ଵ𝐵 … 𝑎௡௡𝐵

Beispiel:

𝐻ଶ = 𝐻⨂𝐻 =
ଵ

ଶ

𝐻 𝐻
𝐻 𝐻

=
ଵ

ଶ

1 1
1 −1

1 1
1 −1

1 1
1 −1

−1 −1
−1 1



Tensorprodukt Rechenregeln

 𝑎⨂𝑏 ≠ 𝑏⨂𝑎

 𝑎⨂ 𝑏 + 𝑐 = 𝑎⨂𝑏 + (𝑎⨂𝑐) und (𝑎 + 𝑏)⨂𝑐 = 𝑎⨂𝑐 + (𝑏⨂𝑐)

 𝜆𝑎 ⨂𝑏 = 𝜆(𝑎⨂𝑏) = 𝑎⨂(𝜆𝑏)

 𝑎⨂ 𝑏⨂𝑐 = (𝑎⨂𝑏)⨂𝑐



Tensorprodukt Operatoren
Q-Circuit:

𝐻ଶ = 𝐻⨂𝐻



Tensorprodukt Operatoren
Q-Circuit:

H⨂I



Tensorprodukt Operatoren
Q-Circuit:

𝐼⨂𝐻



Quantenregister Messung
Zustand:

|xy >= 𝛼௫𝛼௬ 00 > +𝛼௫𝛽௬ 01 > +𝛽௫𝛼௬|10 > +𝛽௫𝛽௬|11 >

Messung beide qBits:

|00> 𝛼௫𝛼௬
ଶ

|01> 𝛼௫𝛽௬
ଶ

|10> 𝛽௫𝛼௬
ଶ

|11> 𝛽௫𝛽௬
ଶ



Quantenregister Messung
Zustand:

|xy >= 𝛼௫𝛼௬ 00 > +𝛼௫𝛽௬ 01 > +𝛽௫𝛼௬|10 > +𝛽௫𝛽௬|11 >

Messung qBit0:

|00> |01> 𝛼௫𝛼௬
ଶ

+ 𝛼௫𝛽௬
ଶ

|10> |11> 𝛽௫𝛼௬
ଶ

+ 𝛽௫𝛽௬
ଶ



Quantenregister Messung
Zustand:

|xy >= 𝛼௫𝛼௬ 00 > +𝛼௫𝛽௬ 01 > +𝛽௫𝛼௬|10 > +𝛽௫𝛽௬|11 >

Messung qBit1:

|00> |10> 𝛼௫𝛼௬
ଶ

+  𝛽௫𝛼௬
ଶ

|01> |11> 𝛼௫𝛽௬
ଶ

+ 𝛽௫𝛽௬
ଶ



Quantenregister Messung
Zustand:

xy >= .183 00 > +.365 01 > +.548 10 > .73|11 >

Messung qBit0 und qBit1:



Quantenregister Messung
Zustand:

xy >= .183 00 > +.365 01 > +.548 10 > .73|11 >

Messung qBit0:

𝛼௫𝛼௬
ଶ

+ 𝛼௫𝛽௬
ଶ

≈ 5096 ȉ .183 ଶ + .548 ଶ ≈ 1701

𝛽௫𝛼௬
ଶ

+ 𝛽௫𝛽௬
ଶ

≈ 5096 ȉ .365 ଶ + .73 ଶ ≈ 3394



Quantenregister Messung
Zustand:

xy >= .183 00 > +.365 01 > +.548 10 > .73|11 >

Messung qBit1:

𝛼௫𝛼௬
ଶ

+ 𝛽௫𝛼௬
ଶ

≈ 5096 ȉ .183 ଶ + .365 ଶ ≈ 849

𝛼௫𝛽௬
ଶ

+ 𝛽௫𝛽௬
ଶ

≈ 5096 ȉ .548 ଶ + .73 ଶ ≈ 4246



Verschränkung
Bell States:

|𝜙ା >=
1

2
|00⟩ + |11⟩

|𝜙ି >=
1

2
|00⟩ − |11⟩

|𝜓ା >=
1

2
|01⟩ + |10⟩

|𝜓ି >=
1

2
|01⟩ − |10⟩

Concurrence:

|xy >= 𝛼௫𝛼௬ 00 > +𝛼௫𝛽௬ 01 > +𝛽௫𝛼௬|10 > +𝛽௫𝛽௬|11 >

𝐶 |xy > = 2 ⋅ 𝛼௫𝛼௬ ȉ 𝛽௫𝛽௬ − 𝛼௫𝛽௬ ȉ 𝛽௫𝛼௬

0 ≤ 𝐶 |xy > ≤ 1



Verschränkung
2qBit State:

|xy >= 𝛼௫𝛼௬ 00 > +𝛼௫𝛽௬ 01 > +𝛽௫𝛼௬|10 > +𝛽௫𝛽௬|11 >

Separierbar:

𝛼௫𝛼௬ ȉ 𝛽௫𝛽௬=𝛼௫𝛽௬ ȉ 𝛽௫𝛼௬ ↔ 𝐶 |xy > = 0

|𝑥𝑦⟩ = |𝑥⟩⨂|𝑦⟩

Verschränkt:

𝛼௫𝛼௬ ȉ 𝛽௫𝛽௬ ≠ 𝛽௬ ȉ 𝛽௫𝛼௬ ↔ 𝐶 |xy >  > 0



Verschränkung
Allgemeiner verschränkter Zustand:

|xy >=
ଵ

௞
|00 > +

௞ିଵ

௞
|11 > , 𝑘 ≥ 2

Concurrence:

𝐶௞ |xy > = 2 ȉ
௞ିଵ

௞
lim

௞→ஶ
𝐶௞ = 0

Invarianz von 𝐶:

𝐶 |xy > = 𝐶(|x 𝑈𝑦 >)= 𝐶 | Ux y >


