
Statistik 2. Teil

Prof. Dr. Roland Jeske



13. Wahrscheinlichkeit

Unterschiedliche Begriffe: 

• Subjektive Wahrscheinlichkeit

• Frequentistische Wahrscheinlichkeit

• Theoretische Wahrscheinlichkeit (im Fokus dieser Vorlesung)



13.1 Kombinatorik



13.1 Kombinatorik



13.1 Kombinatorik



13.1 Kombinatorik



13.1 Kombinatorik



13.1 Kombinatorik



13.1 Kombinatorik



13.2 Zufallsexperiment

Bei einem Zufallsexperiment kennt man mögliche Ausgänge:

Beispiele:

• Würfelwurf:  1,2,3,4,5,6
• Münzwurf: Kopf, Zahl

Aber: vorab unbekannt, welcher Ausgang eintreten wird!



13.2 Ereignisse und Mengen

Ereignisse:
Elementarereignis (einzelnes Ereignis) ω
Zusammengesetzte Ereignisse A, B, C,…

Menge aller Elementarereignisse: Ω

Ereignisse werden mathematisch im Mengenkalkül dargestellt.



13.2 Ereignisse und Mengen

Beispiel:
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13.2 Laplace-Wahrscheinlichkeit
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Aber!

Kolmogoroff-Axiome gelten für das erste Argument, nicht für das zweite!
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13.3 Bayes-Formel

Beispiel („Ziegenproblem“)

Lösung siehe Vorlesung…



13.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wichtige Anwendung: Medizinische Diagnostik mittels medizinischer 
Tests:



13.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit



13.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Lösung: siehe Vorlesung



13.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhängigkeit

Zurück zum Ziegenproblem:

Was ist der Grund für das vermeintlich eigentümliche Ergebnis?

-> Der Moderator kann nicht unabhängig vom tatsächlichen Standort des 
Hauptpreises eine Tür öffnen!



13.3 Unabhängigkeit von Ereignissen

Merke:
𝐴 𝑢𝑛𝑑 𝐵 𝑢𝑛𝑎𝑏ℎä𝑛𝑔𝑖𝑔 ֞ 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐴 ∗ 𝑃 𝐵

֞ 𝑃 𝐴 𝐵 = 𝑃(𝐴)

D.h., wenn das eigentlich interessierende Ereignis unabhängig von der 
Bedingung ist, hat die Bedingung keinen Einfluss!

Allgemein nennt man 

𝑃 𝐴 a-priori-Wahrscheinlichkeit (bevor man Kenntnis über das Eintreten 
von 𝐵 hat)

𝑃 𝐴|𝐵 a-posteriori-Wahrscheinlichkeit (nachdem man Kenntnis über das 
Eintreten von 𝐵 hat).



14 Zufallsvariablen

Bislang: 
Beschreibung kompliziert (Ereignisalgebra)
Zudem: Häufig ähnliche Strukturen:
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Lösung: siehe Vorlesung.
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Lösung: siehe Vorlesung.



14.1 Diskrete Zufallsvariablen

Es interessieren nur die Ausgänge mit positiver Wahrscheinlichkeit!

Beispiel Würfelwurf:

P(X=7)=P(X=-27)=P(X=3,14)=0  !!!



14.1 Diskrete Zufallsvariablen

Lösung: siehe Vorlesung.
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14.1 Diskrete Zufallsvariablen



14.2 Stetige Zufallsvariablen

Beispiel:

Interessiert die Wahrscheinlichkeit, dass ein(e) sozialversicherungspflichtig
Beschäftigte(r) jährlich genau 

65.423,67€ 

verdient?

-> Nein, wohl eher die Wahrscheinlichkeit, dass 

P(65.000 < X ≤ 70.000)



14.2 Stetige Zufallsvariablen

Beispiel:
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Beispiel:



14.2 Stetige Zufallsvariablen

Lösung: siehe Vorlesung.



14.2 Stetige Zufallsvariablen

Lösung: siehe Vorlesung.
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Lösung: siehe Vorlesung.



14.3 Momente

Aus deskriptiver Statistik:

Jetzt: Wahrscheinlichkeiten statt Häufigkeiten:

Die Bedingung wird in dieser Vorlesung außer Acht gelassen!

(Führt aber bei bestimmten Anwendungen durchaus zu Problemen, siehe 
Buch)



14.3 Momente

Beispiel: 
Wie lautet der Erwartungswert beim Werfen eines fairen Würfels?

Lösung: siehe Vorlesung
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Lösung: Vorlesung



14.3 Momente

Analog zur deskriptiven Statistik:



14.3 Momente

Beispiel: Wie lautet die Varianz beim Werfen eines fairen Würfels?

Lösung: Vorlesung
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Analog zur deskriptiven Statistik:
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Analog zur deskriptiven Statistik:



14.3 Momente

Abschließendes Fazit:

• Momente werden bei der Betrachtung spezieller Verteilungsmodelle 
wichtig sein.

• Die Berechnung von theoretischen Momenten ist in den praktisch 
interessierenden Fällen jedoch kompliziert (keine Klausuraufgabe).



15 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Gemeinsame Zufallsexperimente
z.B. Münz- und Würfelwurf gleichzeitig…
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15 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

𝑿, 𝒀 𝐬𝐢𝐧𝐝 𝐬𝐭𝐨𝐜𝐡𝐚𝐬𝐭𝐢𝐬𝐜𝐡 𝐮𝐧𝐚𝐛𝐡ä𝐧𝐠𝐢𝐠

֞ 𝑭𝑿,𝒀 𝒙, 𝒚 = 𝑭𝑿 𝒙 ∗ 𝑭𝒀(𝒚) für 𝒙 ∈ 𝑫𝑿, 𝒚 ∈ 𝑫𝒀

(im diskreten und stetigen Fall)

֞ 𝑷 𝑿 = 𝒙, 𝒀 = 𝒚 = 𝑷 𝑿 = 𝒙 ∗ 𝑷(𝒀 = 𝒚) für 𝒙 ∈ 𝑫𝑿, 𝒚 ∈ 𝑫𝒀

(im diskreten Fall)

֞ 𝒇𝑿,𝒀 𝒙, 𝒚 = 𝒇𝑿 𝒙 ∗ 𝒇𝒀(𝒚) für 𝒙 ∈ 𝑫𝑿, 𝒚 ∈ 𝑫𝒀 (im stetigen Fall)
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Gemeinsame Zufallsexperimente

z.B. Münz- und Würfelwurf gleichzeitig…



15 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Sind X, Y unkorreliert, unabhängig?



15 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Beispiel (siehe 15.1, Buch)
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15 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Diese Erkenntnis ist nicht neu (siehe Deskriptive Statistik!):

Unkorreliertheit bedeutet: „kein linearer Zusammenhang“! Die 
Abhängigkeit kann durchaus eine andere sein (quadratisch,…)

(Häufiger Fehler in der statistischen Anwendung!)
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D.h.: Deskriptive Statistik aus Sicht der Wahtrscheinlichkeitsrechnung!



16.1 Diskrete Gleichverteilung

D.h.: 

Deskriptive Statistik entspricht aus Sicht der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung einer Gleichverteilungsannahme!!!

(Wenn ich keine weiteren Erkenntnisse habe, nehme ich einfach an, 
dass jede Beobachtung die gleiche Wahrscheinlichkeit hatte, 
einzutreten…)



16. Binomialverteilung

Urnenmodell:

Anteil p weiße Kugeln
(Anteil 1-p schwarze Kugeln)

n-maliges Ziehen mit Zurücklegen

-> Wie groß ist Wahrscheinlichkeit genau x weiße Kugeln zu ziehen?
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Lösung: siehe Vorlesung.
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16. Hypergeometrische Verteilung

Urnenmodell:

N Kugeln insgesamt, 
davon T weiß (N-T schwarz)
(anfänglicher) Anteil weißer Kugeln: p=T/N

n-maliges Ziehen ohne Zurücklegen

-> Wie groß ist Wahrscheinlichkeit genau x weiße Kugeln zu ziehen?



16 Hypergeometrische Verteilung



16 Hypergeometrische Verteilung

Lösung: siehe Vorlesung.
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16 Hypergeometrische Verteilung

Vergleich Bininomial-Verteilung <-> Hypergeometrische-Verteilung:

• Erwartungswerte gleich
• Varianzen fast identisch bis auf folgenden Faktor:



16 Hypergeometrische Verteilung

Daher:

Falls Voraussetzung nicht erfüllt, muss im Fall „ohne Zurücklegen“ mit Hyp-Vtlg. 

gerechnet werden!



16 Geometrische Verteilung

Urnenmodell mit Zurücklegen: 

Gesucht ist die Anzahl der Versuche, bis zum ersten Mal Erfolg eintritt…



16 Geometrische Verteilung

Urnenmodell mit Zurücklegen: Anzahl der Versuche, bis zum ersten Mal Erfolg eintritt…



16 Geometrische Verteilung

Lösung: siehe Vorlesung.



16 Geometrische Verteilung

Momente:



16 Geometrische Verteilung

siehe Vorlesung



16 Geometrische Verteilung

Anwendungen:

• Lebensdauern
• Verweildauern
• Eintritt von Schadensfällen

Aber! Beachte Gedächtnislosigkeit!



17 Spezielle stetige Verteilungen

• Stetige Gleichverteilung
• Exponentialverteilung
• Paretoverteilung
• Normalverteilung, Standardnormalverteilung
• Prüfverteilungen



17 Stetige Gleichverteilung (Rechteckverteilung)
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17 Stetige Gleichverteilung (Rechteckverteilung)

Lösung: Vorlesung



17 Exponentialverteilung
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17 Exponentialverteilung

Lösung: siehe Vorlesung



17 Paretoverteilung

Typ. Anwendung: Einkommensverteilungen



17 Paretoverteilung

Lösung: siehe Vorlesung
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Lösung: siehe Vorlesung



17 Standardnormalverteilung



17 Standardnormalverteilung

b) Welches Füllgewicht wird lediglich von 5% der Produktion überschritten?

c) Welches Füllgewicht wird von 5% nicht überschritten?

Lösung: siehe Vorlesung



17 Prüfverteilungen

Anwendung von Prüfverteilungen:

• Verteilung von Schätzern (Kap. 19)
• Konfidenzintervalle (Kap. 20)
• Tests (Kap. 21)

Die Darstellung der Prüfverteilungen ist im Regelfall sehr komplex.
Benötigt werden ausschließlich deren Quantile, die vertafelt sind.

Verteilungsform der Prüfverteilungen:
• t-Verteilung: symmetrisch aber leptokurtisch (spitz verteilt)
• Chiquadrat-Verteilung: (sehr) rechtsschief
• F-Verteilung: (sehr) rechtsschief



17 Normalverteilung als Grenzverteilung

F-Verteilung: schief (mitunter sehr schief verteilt)



17 Normalverteilung als Grenzverteilung

0,5 dient als „Stetigkeitskorrektur“; muss nicht verwendet werden, Approximation ist aber 

besser



17 Normalverteilung als Grenzverteilung

Lösung: siehe Vorlesung



18 Stichproben

Viele Erhebungstechniken vorhanden. Populär:



18 Stichproben

Praktisch gesprochen:
• Einfache Zufallsstichprobe: Es wird mit Zurücklegen gezogen
• Reine Zufallsauswahl: Es wird ohne Zurücklegen gezogen

Die einfache Zufallsstichprobe ist leichter zu handhaben als reine 
Zufallsauswahl, daher Konzentration auf diesen Fall!



18 Stichprobenfunktionen



18 Stichproben

Vorteil von einfachen Zufallsstichproben:
Ohne jegliche konkrete Verteilungsannahme gilt:
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18 Stichproben

Unterschied bei Reiner Zufallsauswahl:

Endlichkeitskorrektur bei Varianz!



18 Stichproben

Dilemma:
• In deskriptiver Statistik wurden Mittelwert, Varianz als simple, 

ausreißerempfindliche Maße dargestellt, „intelligentere Maße“ waren 
robuster.

• In induktiver Statistik: Verteilung von Median IQR, etc. nicht nur 
komplizierter, sie verlangen auch Kenntnis der zugrunde liegenden 
Verteilung!

Konsequenz für die Praxis:
• Beim Wunsch nach Wahrscheinlichkeitsaussagen verwende nur einfache 

Maße und klammere Ausreißerproblematik aus.
• Bei Ausreißerproblematik: Verzichte auf Wahrscheinlichkeitsaussagen und 

verwende intelligentere Maßzahlen aus deskriptiver Statistik (oder 
engagiere Statistik-Profi)



19 Schätzer

Was ist ein Schätzer?
-> Stichprobenfunktion (siehe Kapitel 18)

Offene Fragen:
• Wie erhalte ich Schätzer?
• Welche Eigenschaften von Schätzern sind sinnvoll?



19 Konstruktion von Schätzern

Im Wesentlichen folgende Methoden:
• Momentenschätzer
• Maximum-Likelihood-Schätzung
• (speziell im Regressionsmodell:) Kleinstquadrateschätzung (KQ-

Schätzung)

Herleitung meist kompliziert, Ergebnis vielfach alte Bekannte 
(Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz oder Funktionen derselben)
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19 Eigenschaften von Schätzern

Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz besitzen in vielen 
Verteilungsklassen gute Eigenschaften wie

• Erwartungstreue
• Konsistenz
• Asymptotische Normalverteilung



20 Konfidenzintervalle

Problem bei Schätzern:
Eher unwahrscheinlich, dass konkreter Schätzwert exakt angenommen 

wird.

Idee nun:
Angabe eines Bereiches, in dem mit hoher Wahrscheinlichkeit (95%, 

99%,…) der unbekannte Wert liegt.



20 Konfidenzintervalle

Konstruktion:



20 Gängige Konfidenzintervalle

Lösung: siehe Vorlesung
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Lösung: siehe Vorlesung



20 Gängige Konfidenzintervalle
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20 Gängige Konfidenzintervalle

Lösung: siehe Vorlesung



21.1 Statistische Tests

Entscheidung zwischen zwei Aussagen:

Nullhypothese 

versus (vs.) 

Alternativhypothese (kurz. Alternative)

Aussagen schließen sich aus:
-> Nur eine Aussage kann richtig sein



21.1 Statistische Tests

Unterschiedliche Tests:
• Parametertests (Aussagen über Parameter)
• Anpassungstests (Aussagen über Verteilung)
• Homogenitätstests (Aussagen über Gleichheit/Ungleichheit zweier 

Stichproben)
• Unabhängigkeitstests (Aussage über (Un)abhängigkeit zweier 

Merkmale)



21.1 Statistische Tests

Prinzipiell kann man richtige oder falsche Entscheidungen treffen:

Wünschenswert:  Beide Fehler möglichst klein…

Problem:

Wird – bei sonst gleichen Bedingungen – ein Fehler kleiner, vergrößert sich der andere. 

Ausweg: 

Vielfach haben nicht beide Fehler die gleiche Bedeutung. Man begrenzt einen Fehler, und 

zwar den Fehler 1. Art und nimmt in Kauf, dass der andere groß werden kann.



21.1 Statistische Tests

Die Vorgabe des Fehlers erster Art nennt man Signifikanzniveau:



21.1 Statistische Tests

Konsequenz (1):

Die Aussage, die man zeigen will, steckt man in die Alternative!

Denn:

Indem man sich für die Alternative entscheidet, begeht man einen Fehler mit maximaler 

Wahrscheinlichkeit von α (Signifikanzniveau)

Konsequenz (2):

Man kann die Nullhypothese nie annehmen

Denn:

Indem man sich für die Nullhypothese  entscheidet, würde man den Fehler 2. Art begehen, 

dessen Wahrscheinlichkeit sehr hoch sein kann.



21.1 Statistische Tests

Fazit:
• Entweder wird die Nullhypothese zum Niveau α abgelehnt (man 

begeht einen Fehler von maximal α)

Oder:

• Man kann ähnlich wie vor Gericht („aus Mangel an Beweisen“) die 
Nullhypothese nicht ablehnen (aber nie annehmen!!!).
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Beispiel:
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Lösung: siehe Vorlesung



21.2 Parametertests

In der Praxis aufwändig (siehe Buch)
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Lösung: siehe Vorlesung



21.2 Parametertests

Wiederum: Varianzen müssen bekannt sein!
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Lösung: siehe Vorlesung
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21.3 Verbundene Tests

Lösung: siehe Vorlesung



21.4 Homogenitätstests

Lösung: siehe Vorlesung
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21.4 Homogenitätstests

Lösung: siehe Vorlesung



21.5 Anpassungstest
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Lösung: siehe Vorlesung



21.5 Anpassungstest

D.h., für jeden geschätzten Parameter geht ein Freiheitsgrad verloren…

Beispiel: siehe etwa Buch



21.5 Anpassungstest

Anpassungstest werden in ihrer Anwendung häufig überstrapaziert…

Denn: Die konkrete Verteilung steht in der Nullhypothese. Damit können 
sie nur destruktiv genutzt werden, d.h., um nachzuweisen, dass eine 
bestimmte Verteilung nicht vorliegt.

Viele Praktiker meinen, mit einer nicht abgelehnten Nullhypothese 
hätten sie eine bestimmte Verteilung (z.B. Normalverteilung) 
„bewiesen“…

Das ist falsch! Eben genauso falsch wie eine „angenommene“ 
Nullhypothese beim Parametertest!



21.6 Tests am Computer

Statt Vorgabe des Signifikanzniveaus:

Der p-Wert wird bei Parametertests im Regelfall für den zweiseitigen Test ausgegeben.



21.6 Tests am Computer

Umrechnung auf die einseitigen Tests ist aber möglich!
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