3 Gleichungen
3.1Einteilung der Gleichungen

Sollen zwei mathematische Terme einander gleich
sein, nennt man den entstehenden Ausdruck eine
Gleichung.

Ein Term ist dabei ein mathematischer Ausdruck, der
eine Verknupfung von Zahlen, Variablen und Funkti-
onsbezeichnungen (z.B. log, sin) mit Rechenzeichen
enthalt.

Eine Gleichung ist also eine Darstellung der Form:
T1=T2
Man unterscheidet folgende Arten von Gleichungen:
¢ ldentische Gleichungen
e Bestimmungsgleichungen
¢ Funktionsgleichungen

Identische Gleichungen bleiben giltig, fur welche Wer-
te man sie auch immer formuliert:

Beispiele:
Das distributive Gesetz:
a-(b+c)=a-b+a-c
Die binomische Gleichung:
(a+b) =a’+2-a-b+b?
Das log. Gesetz:
log, (a-b)=1log, a+log,b

An Stelle des Gleichheitszeichens verwendet man oft
auch das ldentitatszeichen =



a-(b+c)=a-b+a-c
gilt fir jede Kombination der Werte von a, b und c.

Eine Bestimmungsgleichung ist eine Gleichung, in der
Variable auftreten, deren Werte durch Umformung der
Gleichung bestimmt werden sollen. Eine Bestim-
mungsgleichung ist also nur bestimmte Werte von Va-
riablen gultig, den Losungen oder Wurzeln der Glei-
chung.

Bestimmungsgleichungen sind:

X*+4-x=23

Losungen: X1:—2+3-\/§ X, =—2-3-43

VX+2-4=4 Losung: X =62

2-2=4"-1

LOosungen:

In(l—\/i) In(l+x/§)
X = X, =
In2 In2

Erste Losung ist nicht gultig

Die Bestimmungsgleichungen lassen sich unterteilen
in

e Algebraische Gleichungen: In diesen werden nur
algebraische Verknupfungen mit der oder den Va-
riablen vorgenommen. Algebraische Verknupfun-
gen sind: Addition, Subtraktion, Multiplikation, Divi-
sion, Potenz, Wurzel.

Algebraische Gleichungen mit einer Variablen kann



man immer auf die Form eines Polynoms bringen:
a -x"+a , -X"'+..+a -x+a,=0
Man nennt eine solche Gleichung eine algebrai-
sche Gleichung n. Grades, wenn die hdchste Po-
tenz der Variablen gleich n ist. Nach dem Funda-
mentalsatz der Algebra hat eine solche Gleichung
genau n Losungen, die allerdings auch komplex
(d.h. von der Form a+j-b mit j = V-1) sein kénnen.

e Transzendente Gleichungen. Dies sind Gleichun-
gen, die auch die Operationen wie Logarithmieren
oder Funktionen wie sin, tan, e* usw. enthalten. Sie
sind im allgemeinen nur ndherungsweise zu losen.

Funktionsgleichungen: Sie definieren eine Funktion,
d.h. einen Zusammenhang zwischen Grol3en, der fur
einen gréReren Bereich der Variablen gelten soll.
Funktionen sind:

y=x*+5-x-17
y=vx’-2+4
y=tan(2-x)
y:e72~x+l

3.2 Losen von Bestimmungsgleichungen

Um eine Bestimmungsgleichung zu l6sen, verwendet
man folgendes Lésungsprinzip:

Durch zulassige Rechenoperationen wird eine Be-
stimmungsgleichung so umgeformt, dass die Variable
auf einer Seite der Gleichung isoliert wird.



Dabei gilt das Grundgesetz fir das Umformen von
Gleichungen:

Eine Gleichung geht in eine Gleichung Uber, wenn
man auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens mit
gleichen Zahlen die gleichen Rechenoperationen aus-
fuhrt.

Unbeschrankt mogliche Umformungen sind die sog.
Aquivalenzumformungen:

Eine Gleichung geht in eine aquivalente Gleichung
uber, wenn man

e Auf beiden Seiten der Gleichung eine Zahl addiert
oder subtrahiert.

e Auf beiden Seiten mit der selben Zahl multipliziert
oder dividiert. Ausgeschlossen bei der Division ist
die Zahl 0.

e Beide Seiten der Gleichung integriert oder differen-
Ziert.

Es gibt glltige Operationen, die zulassig sind, bei de-
ren Anwendung zusatzliche Lésungen auftreten kon-
nen. Dies sind:

e Multipliziert man beide Seiten einer Gleichung mit
einem Ausdruck, der auch null werden kann, kon-
nen zusatzliche Losungen entstehen

e Erhebt man beide Seiten einer Gleichung zur sel-
ben Potenz, d.h. quadriert beide Seiten der Glei-
chung, kénnen ebenfall ungultige Lésungen ent-
stehen, da eventuell negative Ausdrticke ein posi-
tives Vorzeichen erhalten kénnen.

e Logarithmiert man beiden Seiten einer Gleichung
zur gleichen Basis, kann es sein, dass negative



Ausdricke logarithmiert werden, wobei der Loga-
rithmus einer negativen Zahl im Bereich der reellen
Zahlen nicht definiert ist.

Fuhrt man solche Operationen durch, muss man sich
durch Einsetzen der ermittelten Losungen in die ur-
sprungliche Gleichung davon liberzeugen, dass man
eine gultige L6sung ermittelt hat.

Beispiele fir die Lésung mit Hilfe von algebraischen
Umformungen:

a.
2 1 1
= = x(x=1)- 2
X X-1 x+2 |X(X )(X+)
Multiplikation mit
dem Hauptnenner
2-(x=1)-(x+2)—x-(x+2)=x-(x-1)
2. X242 X—4-%x"=2-x=xX*=X ‘—x2+x
Xx—4=0
Xx=4
b.

\/X2+\/§—\/X2—\/§:\/§ 2
X2 43-2-4x —3+x2-/3=3



2.x2-3=2.4x*-3 \2

4.x*-12-x*+9=4-x*-12

12-x2=21 L

, 7 J7 J7

X" ——=0 1= ", 2T T T
4 2 2

Beide Lésungen sind giltig

4 4 4 = 42 g

4 (1+4)=4>-4-4

4.4 5.4 _4=0

4X:5wm:5i@
2-4 8

|n5+\/@

x=— 8 04257
In4

Das negative Vorzeichen vor der Wurzel liefert keinen
reellen Wert

3.3 Polynome und algebraische Gleichungen
n. Grades

3.3.1 Gleichungen 1. und zweiten Grades

Wie bereits erwahnt, fihren Gleichungen, die nur al-



gebraische Operationen enthalten, auf Polynome. Al-
gebraische Operationen sind Addieren, Subtrahieren,
Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und Wurzelzie-
hen.

Ein Polynom hat die Form:

P(x)=a,-X"+a, ;- X" +...+8 - X+3a
Ein Polynom n. Grades enthalt als hdchste Potenz x",
wobei die Exponenten nattrliche Zahlen sind. Setzt
man das Polynom gleich null, dann entsteht eine Glei-
chung n. Grades.

Einfach zu I6sen sind nur Gleichungen ersten und
zweiten Grades. Es existieren Losungsformeln fur
Gleichungen bis 5. Grades. Sucht man Lésungen fur
Gleichungen hoherer Grade, dann ist man auf Néahe-
rungsverfahren angewiesen. Bei praktischen Proble-
men werden auch Gleichungen ab dritten Grades mit
Néherungsverfahren gelost.

Fur diese Gleichungen gilt der Fundamentalsatz der
Algebra:

Eine Gleichung n. Grades hat genau n Lésungen. Die-
se kobnnen mehrfach auftreten und kénnen auch kom-
plex sein.

Kennt man eine Losung einer Gleichung n. Grades,
dann kann man die Gleichung auch in der Form dar-
stellen:

Pn(x):(x_xl)'Pn—l(X):
an-(x—xl)-(x”’1+bn_2-x”’2+...+b1-x+bo):0



Damit kann man den Polynomgrad um eins reduzieren
und erhalt eine Gleichung n-1. Grades, die ebenfalls
wieder null gesetzt wird. Mit allen Loésungen erhalt
man schlie3lich die Darstellung:

P(Xx)=a, (X=%)-(X=%,)-(Xx=%;)-...-(x=x,)=0

Man nennt dies die Zerlegung des Polynoms in Line-
arfaktoren

Die LOsung einer Gleichung 1. Grades ist einfach:

8 8
‘X+a,=0 Xx+—=21=0 X=——"2
a ( ai) a,

Eine Gleichung 2. Grades fuhrt man Ublicherweise auf
ein Binom der Form

(a+b)-(a—b)=a’-b’
zurick.
a, X +a-x+a,=0 |a,
&

a
X2+ —2L.x+-2L=0
a‘2 a2

Mit Hilfe der sog. quadratischen Erganzung erhéalt
man:



Ein Produkt von zwei Faktoren ist dann null, wenn ei-
ner der Faktoren null ist. Somit ergeben sich die bei-
den Loésungen:

2
a2 a
2 2.4, 2-a,) a,

Formt man die beiden rechten Seiten noch etwas um,
dann erhalt man die Lésungen in der bekannten Form:



2
A A ) a
%2 2-a, (Z-azj a,

_a1i\/a12_4'a2'a0
2-a,

X, =

Eine vereinfachte Formel ergibt sich, wenn man die
Gleichung vor der Losung mit dem ersten Koeffizien-
ten a2 dividiert. Die Gleichung hat dann die Form:

X*+p-Xx+q=0

mit der Losung:

2
__PL[P]_

und das Polynom erhalt die Form:

(x—%)-(x=x,)=0

Multipliziert man diese Formel wieder aus, erhalt man
eine bequeme Kontrolle Uber die Richtigkeit der Lo-
sung:

X2 = (X + %) X+X X =0

In den beiden Koeffizienten p und g stecken also die
beiden L6ésungen in der Form:

p:—(X1+X2)
q=X"X

Diese Beziehung nennt man den Wurzelsatz von Vieta
(nach Francois Viete, franz. Mathematiker).



Beispiel:

Gesucht sind die Losungen der Gleichung 2. Grades:
2-x*-8-x-16=0 |[:2
X*—4.-x-8=0

X,=2+\4+8=2+2-3

X+ X, =4=—p
X X, =4-12=-8=q

Bemerkung: Die Tatsache, dass in den Lsungsfor-
meln beide Vorzeichen + und — auftreten, soll nicht zu
der Meinung fihren, dass vor Quadratwurzeln generell
beide Vorzeichen gultig sind oder gesetzt werden
mussen.

3.3.2 Algebraische Gleichungen héherer Grade

Wie schon erwéhnt, kennt man nur von Gleichungen
3. Grades (Cardanische Formeln) bis 5. Grades (sind
sehr kompliziert) formelmallige Losungen.

Bei den Gleichungen 3. Grades mit reellen Koeffizien-
ten erhalt man entweder eine reelle Losung und zwei
komplexe Lésungen oder drei reelle Lésungen.

Kennt man die Losungen, dann kann man wieder das
Polynom in Linearfaktoren zerlegen:

a,- X +a, X’ +a,-X+a,=
- (X=%)-(Xx=%,)-(x=%)=0

Dividiert man die Gleichung zunachst durch as, dann
erhalt man die ,Normalform*



XC+r-x2+s-x+t=0

Ausmultiplizieren der Linearform ergibt:

(X_X1)'(X_X2)'(X_X3):

X2 = X7 (X Xy X )+ X (X Xy X Xy X Xg ) = X+ Xy - X
Damit erhalt man den Wurzelsatz von Vieta fur eine
Gleichung dritten Grades:

r=—(X+X%+X%)
S=(X X+ X X+ X, - Xg)
t=—X X, X,

Mit Hilfe dieser Beziehungen lassen sich manchmal
Losungen erraten und man kann die Gleichung dritten
Grades durch eine Polynomdivision auf eine Glei-
chung zweiten Grades reduzieren.

Beispiel: X*—6-X*-x+6=0
Entsprechend t =6 sind mdgliche ganzzahlige L6-
sungen: X=%21;x=%22;x=%3;Xx=%6;

Probeweise Einsetzen von x = 1 ergibt, dass dies eine
Losung ist.

Durch Polynomdivision kann man den Linearfaktor
(x-1)

abspalten und den Grad des Polynoms auf 2 reduzie-
ren.

Polynomdivision: Sie wird genau so wie das Dividieren
von Zahlen durchgefihrt



564:12=5-10"+6-10"+4-10°: 1.10" + 2-10°

da der Divisor zwei Zehnerpotenzen enthalt, werden
zunachst die ersten beiden Zehnerpotenzen des Divi-
denden dividiert:

566 :12 =47 Rest2 = 47 + 2/12
48
86
2
Nach der ersten Division benutzt man die nachste
Zehnerstelle zur Division.

Anwendung auf Polynom:
X3-6:X>—X+6 : X1 =x*-5x-6

X2 - x2
0 -5x2—x
- 5.)@@
-6:Xx+6
-6:X+ 6
0 0

Der Rest ist null, die Division geht auf, x — 1 ist somit
Teiler des Polynoms.

Damit lautet das Polynom nach Abspaltung der L6-
sung:
(x=1)-(x* -5-x-6)

Weitere Losungen sind x = -1 und x = 6, somit lautet
die vollstéandige Zerlegung:

(x—1)-(x+1)-(x-6)=0

Der Wurzelsatz von Vieta lasst sich auf allgemeine
Polynome n. Grades erweitern:



Lautet die Polynomgleichung:
n n-1 n-2 2
X"+b, X" +b L, X"+ 4D, X +D X+, =0
dann ist
by =—(X + X, + X +... + X,)
die negative Summe der Losungen
D, =X Xy + X Xy + X Xgeo F
X, Xy X, X+ X, X+

+o X o X

n

Dies ist die Summe aller mdglichen Produkte zweier
LOsungen.

D s == (X Xy - Xy + X - Xy - Xy X Xy = X+
Xy Xy Xy Xy Xyt Xg F e
F Xy Xy X+ Xy Xy Xg e

+ Xn—2 ’ Xn—l ) Xn)
Dies ist die negative Summe aller moglichen Produkte
jeweils dreier Losungen.

Die anderen Koeffizienten setzen sich ebenfalls zu-
sammen aus der Summe der Produkte von Lésungen
bis:
n-1
b= (1) (X Xy Xy X X Xy Xy Xy X
XXy Xy e Xy g Xy Xy )

by =(=1)" X X, Xy oo X,



Beispiel:

Eine Gleichung 4. Grades hat die Lésungen:
x=1, x=-1;, x=-2; x=3G,

Wie lautet die Gleichung?
LOsung:
(-1)"((-1)-1-(-2)-3)=6
1)3 (1:(-1)(-2) +1-(-1)-3+1-(-2)-3+(-1)-(-2)-3) =1
() (L () +1(-2) 413+ (-1)-(-2) +(-1) - 3+(-2) 3) =7
b3 =(—1) -(1—1—2+3)=—1
Damit lautet die Gleichung:
X' =x*-7-x*+x+6=0
2. Beispiel:
Von der Gleichung 5. Grades
2-x>-8-x*-20-x>+80-x* +18-x-72=0
sind zwei Losungen bekannt: x=+3
Wie lauten die tbrigen Losungen?
Losung: Xx=x1, x=4

3.3.3 Auf algebraische Gleichungen ruckfuhrbare
Gleichungen

Enthalt eine Gleichung nur Briche und Wurzeln, dann
kann man die Gleichung auf eine Polynomgleichung
zurtckfuhren. Das Beseitigen der Briiche geschieht
dadurch, dass man die gesamte Gleichung mit einem
passend gewéhlten Nenner multipliziert. Zum Beseiti-
gen der Wurzeln muss man diese auf einer Seite iso-



lieren, um sie durch Bilden einer Potenz zu beseitigen.
Dies muss oft mehrfach geschehen. Aul3erdem ist zu
beachten, dass z.B. das Quadrieren keine sog. Aqui-
valenzoperation ist; es kbnnen zusatzliche Losungen
dadurch entstehen, dass beim Quadrieren negative
Vorzeichen in positive Vorzeichen umgewandelt wer-
den.

Beispiele:
1.
X—4 Xx+4
X—_8:m+l |'(X—8)'(X—4)

(x—4)2 =(x+4)-(x-8)+(x—-8)-(x—4)

x?—8-X+16=x>—-4-x-32+x*-12-x+32
x*-8-x-16=0

X, =4+16+16 =4+4-2

Ix+2442-x17 =4 |2
X+2+~/2-x+7 =16
J2-x+7=14-x
2-X+7=196-28-x+X’
x*—30-x+189=0
X, =15++/225-189 =15+6

X, =21 ungultige Losung

X, =9 gultige Loésung



xt —4.3x* =12

Substitution: W:u
u?—-4.u-12=0

U,=2+V4+12=2+4
u1:6=3/x72 x:\/E:G-\@

gultige Lésung

u,=-2= 3/x72 X= \/E =J-8
keine gultige L6ésung im Bereich
der reellen Zahlen.

3.4 Transzendente Gleichungen

Transzendente Gleichungen enthalten Logarithmen
oder die gesuchte Grol3e im Exponenten von Zah-
len. Aul3erdem gehoéren zu den transzendenten
Gleichungen auch solche, die trigonometrische
Funktionen enthalten. Die LOsung, falls moglich,
erfolgt dadurch, dass die Logarithmen oder die Ex-
ponentialausdriicke auf einer Seite der Gleichung
isoliert werden und anschlieRend delogarithmiert
oder in den Exponenten einer geeigneten Basis
gesetzt wird.

Beispiele:

1. 2.5 43.5 =25



5
x5 5 _2
2 77 154
X.|n5:|n§ X:M:_l’ls
154 In5

log, (x* —4)—log, (x*+4)=0,5

log,(x*+4
log, (x* —4)—%=%

log, (x* —4)—%Ioga(x2 +4)=

N |

X*—8-x*+16=3-x*+12
x*-11.-x*+4=0




Losung: X=————

3.5  Ungleichungen

Ungleichungen sind Aussageformen, bei denen an Stelle

des Gleichheitszeichens eines der Relationszeichen
< > 5 o2, #

steht.
Beispiel: X*-4<2

Eine solche Aussageform liefert fiir x nicht einen bestimm-
ten Wert oder bestimmte Werte, sondern einen Bereich fiir
X, in dem diese Relation gultig ist.

Um diesen Bereich zu bestimmen, benutzt man ahnliche
GesetzmaRBigkeiten wie bei Gleichungen:

Eine Ungleichung geht in eine dquivalente Ungleichung
Uber,

1. wenn man zu beiden Seiten der Ungleichung den glei-
chen Term addiert oder subtrahiert,

2. wenn man beide Seiten der Ungleichung mit dem glei-
chen positiven Term multipliziert oder dividiert,

3. wenn man beide Seiten der Ungleichung mit dem glei-
chen Exponenten potenziert, vorausgesetzt, beide Sei-
ten sind positiv

4. wenn man beide Seiten zur gleichen Basis logarith-
miert, vorausgesetzt, beide Seiten sind positiv.

Die Einschrankungen sind notwendig, da dhnlich wie bei
Gleichungen, durch Anwendung bestimmter Rechenopera-



tionen falsche Losungen entstehen kénnen:

multipliziert man in der Relation

X-2<0 x<2
beide Seiten mit einer negativen Zahl, z.B. mit -1, ent-
steht X< -2
Setzt man jetzt fiir x einen Wert ein, z.B. x = 0, dann ist
die Aussage zunachst richtig, nach dem Multiplizieren
wird sie falsch. Das bedeutet:

Die Multiplikation einer Ungleichung mit einem negati-
ven Term kehrt die Relation um, d.h.

aus X<2

wird —-Xx>-2.
Falls mit einem Term multipliziert wird, der noch die
Variable enthalt, weiR man zunéchst nicht, ob dieser
Term positiv oder negativ ist. Man hat dann eine Fall-
unterscheidung zu machen.

Das gleiche gilt, falls potenziert oder logarithmiert
wird. Beim Potenzieren muss die Basis positiv sein,
damit keine unerlaubte Operation ausgefihrt wird. In
jedem Fall ist das Ergebnis auf seine Giltigkeit hin zu
Uberprifen.

Beispiele:

——>20
Xx-1

mit x #1:



Lésung:

2>20-(x-1)
2>20-x—20[+20
22>20-x]: 20 x<11
11>x>1

Die Losung ist ein Intervall:

Ist eine Intervallgrenze Teil der Lésung, spricht man von
einem geschlossenen Intervall, gilt die Aussage ohne die
Grenze, spricht man von einem offenen Intervall. Im
vorliegenden Fall ist das Intervall bei x = 1 offen, die an-
dere Grenze ist Bestandteil der Lsung.

1 10+ [10% 2"

2

10* < 2"|Ig

4<n-lg2
4

n>— n>133 n>14
lg2

Die Lésung n > 14 gilt, wenn n ganzzahlig sein soll.

—M>—3‘-(—1)
JX+4 < 3‘2

X+4<9 X<b5
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