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1. Grundrechenarten, Regeln

1.1  Zahlarten, Verkntpfungen

Die grundlegenden Objekte der Zahlenalgebra sind die
naturlichen Zahlen. Sie bilden die Menge der natirli-

chen Zahlen N und werden benutzt als

e Kardinalzahlen: Sie dienen zum Z&hlen von Dingen
und zur Angabe der Machtigkeit einer Menge.

e Ordinalzahlen: Sie dienen zur Angabe einer Rei-
henfolge oder einer Ordnung.

Sprachlich driickt man das so aus:
e 25 Apfel
e der 25. Platz beim StralRenrennen.

Bei der Verwendung als Kardinalzahlen kann man
Verknupfungen zwischen Zahlen herstellen durch De-
finition einer Addition:
2+3=5

und einer Multiplikation, die man als mehrfache Additi-
on auffassen kann:

3+3+3+3=4-3=12

%,_J

4-mal

Will man allgemeine Gesetzmaligkeiten formulieren,
dann trennt man die Zahl von ihrem Wert und be-
zeichnet allgemein Zahlen mit Buchstaben.

Addition: a+b=c
Multiplikation: a-b=c



Beide Operationen sind “kommutativ”, d.h. man darf
die beiden Operanden vertauschen:

at+b=b+a=c a-b=b-a=c
Bei der Multiplikation nennt man a und b die Faktoren.

Es ist zweckmaliig, sog. Einselemente einzufihren:

Die Zahl, die eine andere Zahl bei einer Addition un-
verandert lasst, ist die Zahl O (Einselement der Additi-
on):

a+0=a
Die Zahl, die eine andere Zahl bei der Multiplikation
unverandert lasst, ist die Zahl 1 (Einselement der Mul-
tiplikation):

a-l=a
Es ist also zweckmalfig, die null ebenfalls zu den na-

turlichen Zahlen hinzu zu nehmen, obwohl sie als Or-
dinalzahl keinen Sinn hat.

1.2 Umkehrung, inverse Operationen

Die Definition der Addition erlaubt folgende Umkeh-
rung:

Welche Zahl muss man zu a addieren, damit sich ¢
ergibt?

atx=cC



Den Vorgang nennt man Subtraktion und schreibt:
X=c—-a

Falls a > c ist, kann man diese Subtraktion nicht mehr
im Bereich der natirlichen Zahlen ausfiihren. Man
fuhrt eine neue Art von Zahlen ein, die negativen Zah-
len:

-3; -17; -a

Das negative Zeichen -, ist hier kein Verknupfungs-
zeichen zwischen zwei Zahlen, sondern ein sog. ein-
stelliger Vorzeichenoperator.

Naturliche Zahlen und negative Zahlen bilden die

Menge der ,ganzen Zahlen* Z
Bei der Multiplikation lautet die Frage:

Welche Zahl ist mit a zu multiplizieren, damit sich ¢
ergibt?

C
a-Xx=C —> X=— oder x=c:a
a

Diese Operation heif3t ,Division* und ist im Bereich der
ganzen Zahlen nur durchfiihrbar, wenn a ohne Rest in
¢ enthalten ist. Um die Division unbeschrankt durch-
fuhren zu kénnen, definiert man eine neue Menge von
Zahlen, die gebrochen rationalen Zahlen Q. Eine ge-
brochen rationale Zahl besteht streng genommen aus
zwei ganzen Zahlen, einer Zahl im Zahler und eine im
Nenner eines Bruchs. Fuhrt man die Division zahlen-



malflig aus, entsteht eine endliche oder unendlich peri-
odische gebrochene Zahl.

3 _075

4

3 0272727
11

Die ganzen Zahlen sind dabei in der Menge der ge-
brochen-rationalen Zahlen als Sonderfall enthalten.
Sie haben den Nenner 1.

Ausnahme: eine Division durch null ist nicht erlaubt
und lasst sich nicht widerspruchsfrei definieren! Man
kann auch keine neue Zahlkategorie einfuhren, inner-
halb der die Division durch null widerspruchsfrei mog-
lich ist.

1.3 Addition und Multiplikation in einem Ausdruck,
das distributive Gesetz

Besteht ein Ausdruck aus additiven und multiplikativen
Verknupfungen, dann entsteht die Frage, welche Ope-
ration Prioritat vor der anderen hat.

In einem Ausdruck der Form:

a-b+c
ist zun&chst die Multiplikation, dann die Addition

durchzufiihren. Falls die Reihenfolge geandert werden
soll, missen Klammern gesetzt werden:

a-(b+c)



Dabei gilt das distributive Gesetz. Obige Klammer
kann ,ausmultipliziert* werden:

a-(b+c)=a-b+a-c
Besteht auch der erste Faktor aus einer Klammer:

(a+b)-(c+d)
dann kann man fur die erste Klammer zunachst eine

neue Variable einfihren und die Multiplikation nach
dem distributiven Gesetz ausfihren:

u=(a+b)
u-(c+d)=u-c+u-d

Ersetzt man u durch a+b, kann man wieder die Klam-
mern ausmultiplizieren und man erhalt:

(a+b)-(c+d)=u-c+u-d
=(a+b)-c+(a+b)-d
=a-c+b-c+a-d+b-d

Es ist also jede Zahl der ersten Klammer mit jeder
Zahl der zweiten Klammer zu multiplizieren. Diese Re-
gel kann man verallgemeinern fur eine beliebige An-
zahl von Zahlen in den beiden Klammern.

Sind negative Zahlen bei der Multiplikation beteiligt,
gelten folgende Regeln:



(+a)-(+b)=a-b
(-a)-(+b)=-a-b
(+a)-(-b)=-a-b
(-a)-(-b)-a-b

Wahrend man sich die ersten drei Gesetze an Hand
praktischer Beispiele leicht Uberlegen kann, ist die
vierte Regel nicht ganz selbstverstandlich:

Es qilt z.B 4+(-4)=0
Multipliziert man beide Seiten mit -4:

4+(-4)=0]-(-4)

(-4)-4+(-4)(-4)=0

4 (4) (-
4.

(—4)-(-4)=

Damit ist die vierte Regel zumindest an Hand der drei
anderen plausibel.

Mit obigen Regeln kann man auch Klammern ausmul-
tiplizieren, wenn negative Zahlen in den Klammern
enthalten sind:

(a=b)-(c-d)=(a+(-b))-(c+(-d))

=a-c—a-d-b-c+b-d

—4) o|+44
4



AulRerdem kann man den Fall behandeln, dass ein
negatives Vorzeichen vor einer Klammer steht. Dieses
kann man ansehen, als stiinde vor der Klammer der
Faktor -1:

—(a—b)=(-1)-(a—b)=-a+b
Ein negatives Vorzeichen vor einer Klammer kehrt al-
so alle Vorzeichen in der Klammer um.

Sonderfalle:

Enthalten beide Klammern die gleichen Variablen,
dann entstehen die sog. Binomischen Formeln:

(a+b)2:(a+b)-(a+b)=az+2-a-b+b2
(a—b)2=(a—b)-(a—b):a2—2-a-b+b2
(a+b)-(a—b)=a’-b’

1.4 Rechnen mit Brichen

Erweitern und Kiirzen von Briichen

Regel:

Der Wert eines Bruchs bleibt unverandert, wenn man
Zahler und Nenner mit dem gleichen Faktor multipli-
ziert oder durch den gleichen Faktor dividiert.



Die Brlche:

sind also gleich. Dies fuhrt auf die Regel:

Gleiche Faktoren in Zahler und Nenner eines Bruchs
durfen gekdrzt werden.

Im Ubrigen gelten die gleichen Vorzeichenregeln wie
bei der Multiplikation:

(+a):(+b) = +%

(-a):(+b)= _%
(+a):(-b)=—{
(-a):(-b)= +%

Ein negatives Vorzeichen vor dem Bruch kann man
also entweder dem Zahler oder dem Nenner zuord-
nen.

Addieren und Subtrahieren:

Beim Addieren und Subtrahieren sind wieder Priori-
tatsregeln zu beachten:

Z+E=7:3+11:6
3 6

10



Auch hier gilt, dass die Division als Umkehrung der
Multiplikation Vorrang vor der Addition und Subtraktion
hat. Es ist also nicht richtig, so zu rechnen:

7:(3+11):6
Man kann den allgemeinen Grundsatz aufstellen:
Punktrechnung kommt vor Strichrechnung
Will man die beiden Briiche zu einem Bruch zusam-

menfassen, muss man die beiden Briiche so erwei-
tern, dass die Nenner beider Briche gleich sind:

72,11 25
32 6 6
a m_a-n m-b _a-n+m-b

+ =
b n b-n n-b b-n

Multiplizieren und Dividieren:

Zwei Briche werden miteinander multipliziert, indem
man Zahler mit Z&hler und Nenner mit Nenner multi-
pliziert:

a-c

a C

b d b-d
Dies ist gerechtfertigt, weil die beiden Operationen
Multiplizieren und Dividieren die gleiche Prioritat ha-

ben und es deshalb gleichguiltig ist, wie die Reihenfol-
ge der Operationen gewahlt wird.
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Zwei Briche werden miteinander dividiert, indem der
erste Bruch (Dividend) mit dem Kehrwert des zweiten
Bruchs (Divisor) multipliziert wird:

_ad
b ¢

a.c
b d

Qoo

Beispiele:

Folgende Ausdricke sollen vereinfacht werden:
1. {3-a-[4-b-2-a—(3-b—6-a)—-8-b]+3-b}
Ergebnis: —-a+10-b

2. 36-x—{7,2:x-9,0-y—[6,6-x+4,3-7]+3,3-2}
Ergebnis: 3-X+9-y+z

3. 3-x-(4-y-2-2)-3-y-(-2-x+3-2)+3-2-(3-x—4-y)
Ergebnis: 3-(6-x-y+x-z—7-y-z)
Die folgenden Ausdriicke sollen in Faktoren zerlegt

werden:
4. a-x-n-d—a-x-n-c+a-b-n-d-a-b-n-c

Ergebnis: a-n-(d—c)-(x+b)

12



5.

9.

10.

11.

2-a-X+a-y+a-z—-2-b-x-b-y-b-z
Ergebnis: (a—b)-(2-x+y+2)

Fassen Sie folgende Briiche zusammen und ver-
einfachen Sie die Ergebnisse so weit wie mdglich:

1 1 5 13 . 1
————— +— Ergebnis: —
2 3 6 1 18
a-1)’
l+a—2 Ergebnis: ( )
a a
2
atb a-b a?-b? _ (af+b?)
— + Ergebnis
a-b a+b a-b a-b-(a*-b?)
4 4 2
— X
2X Zy +2 Ergebnis: ( +y)
(x*=y?)-x-y Xy
a 3-a*-x’-12.a°
b a-x—2-a Ergebnis: 1
6.a2.XL2
2-b

(x_l)x 4 . 3 2
el Bl By Ergebnis: —-X
4 3) 8] X 2
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1.5 Potenzen
Wird eine Zahl a mehrfach mit sich selbst multipliziert,
schreibt man den Ausdruck kirzer als Potenz:

a-a-a-a-...-a=b

n—mal

b=a"

a heildt die ,Basis”, n der ,Exponent” der Potenz. Auch
fur Potenzen lassen sich allgemeine Rechenregeln
aufstellen:

Produkt zweier Potenzen mit gleicher Basis:

a"-a"=a-a-a-a-a-a-a-a-a=a"""
n—mal m-mal
Multipliziert man zwei Potenzen mit gleicher Basis,
dann werden die Exponenten addiert.

Quotient zweier Potenzen mit gleicher Basis:

n—mal
a-a-a-a-a _
::an m
a-a-a-a
%/_/

m-mal

Man kann so oft den Faktor a kiirzen, bis entweder in
Zahler oder Nenner nur noch der Faktor 1 Gbrig bleibt.

14



Sonderfalle:

Ist n = m, dann lassen sich alle Faktoren a kiirzen und
es bleibt:

a =1
1 - -
und —=a""=a"
a
_Aa—M
an

Potenz einer Potenz:

n-m

m
Bildet man. a”-a”-a”-a”-a”z(-a”) —a

~
m-mal

Potenzen ungleicher Basis:

Faktoren mit gleichen Exponenten lassen sich zu-
sammenfassen:

a"-b"=(a-b)’

Einschrdnkung:
Potenzen mit negativer Basis sind im Bereich der reel-
len Zahlen nur fur ganzzahlige Exponenten erlaubt.

15



Beispiele:

(-2 =(-2)(-2)-(-2)=8

() (5)

Die meisten Taschenrechner sind so programmiert,
dass negative Basen von Potenzen generell ausge-
schlossen sind und zu einer Fehlermeldung fuhren.

Prioritatsregeln:

Fur die bisher definierten Rechenoperationen gelten
folgende Prioritatsregeln:

1. Potenzieren
2. Multiplizieren, Dividieren
3. Addieren, Subtrahieren

Soll eine andere Reihenfolge gelten, missen Klam-
mern gesetzt werden.

Es ist deshalb nicht erlaubt:

(a° +b‘°’)¢(a+b)3
(a+b)3 ¢(a3+b3)

Potenzieren hat Prioritat gegeniber Addieren. Die
Aussage gilt auch in umgekehrter Richtung. Auf der

16



rechten Seite wurde die Prioritat durch Klammerset-

zung geandert.
—_— ¢ J—
b b

Potenzieren hat Prioritat gegeniber Dividieren.

Folgende Ausdriicke lassen sich nicht zusammenfas-
sen oder klrzen:

m

a"+a
a" +

a" -1

Beispiele:
Folgende Ausdriicke sollen vereinfacht werden:

a) M Losung: u®
. a*-b*-(a’-b’) . b-(a?-b?)
) a5-b‘4-(a24—b2) osung'a-(a2+—b2)

C)

[
d){

(1+a):(1+a)” |-(1+a)”  Losung: 1

1Y 1-a)"
(—] :(1—61)_5 (—j Lésung: 1—a
1+a l+a

17



1.6 1. Umkehrung des Potenzierens: Wurzeln

Ist in dem Potenzausdruck:

die Gr6f3e b und ¢ bekannt, jedoch a gesucht, bedeu-
tet dies eine Umkehrung des Potenzierens. Man be-
zeichnet dies (aus historischen Griinden) als Wurzel-

ziehen:
a="2c

Die Frage lautet:

Welche Zahl a wurde zur Potenz b genommen, damit
sich c ergibt?

Beispiel:

/81=9;
532 =2

Es ist zu beachten, dass die Wurzel einer ganzen Zahl
im allgemeinen keine ganze Zahl, nicht einmal eine
rationale Zahl ist. Man hat Veranlassung, eine neue
Zahlkategorie einzufuhren, die ,Irrationalzahlen®. In
der gebrochenen Darstellung handelt es sich nicht
mehr um endliche oder periodisch-unendliche Brliche,
sondern um nichtperiodische unendliche Briiche.

18



Beispiele:
/2 =11414213562.....

5/5 =1,379729661.....

Wurzeln aus negativen Zahlen:

Versucht man, Wurzeln aus negativen Zahlen zu bil-
den, st6fRt man im Bereich der bisher definierten Zah-
len auf ein nicht l6sbares Problem.

Beispiel: a=+-16
Quadriert man, ergibt sich:
a’=a-a=-16

Nach den Multiplikationsregeln fur Zahlen ergibt sich
ein negatives Ergebnis nur dann, wenn beide Faktoren
unterschiedliche Vorzeichen haben. Dies ist beim
Quadrieren einer Zahl nicht der Fall. Man muss eine
neue Zahlkategorie einfihren, um auch Wurzeln aus
negativen Zahlen berechnen zu kénnen, die sog.
komplexen Zahlen. Sie werden in diesem Kurs nicht
behandelt.

Exponentialdarstellung der Wurzeln:

Aus der Definitionsgleichung:
a="%c

19



ergibt sich: Potenziert man die Wurzeln zur Potenz b,
muss sich wieder ¢ ergeben. Man kann nun versu-
chen, fur die (willkirliche) Festlegung der Wurzelope-
ration durch ein neues Rechenzeichen eine Potenz-
darstellung zu finden:

fc=c"

wobei der Exponent n zunachst noch unbestimmt ist.

Bildet man die b. Potenz, muss sich wieder ¢! erge-

ben: (%)b =c" =¢
1

n muss also gleich 1/b sein n=-—,

b

damit ergibt sich flr die Wurzel eine Potenzschreib-
weise:

Y-

1
Beispiel: a=3%22=225

und das Konzept der Potenzen ist auf gebrochen —
rationale Exponenten erweitert.

Obige Regeln lassen sich leicht ableiten, wenn die
Exponenten ganze oder rationale Zahlen sind. Man
kann jedoch nachweisen, dass alle Formeln gultig
sind, auch wenn die Exponenten allgemein reelle oder
sogar komplexe Zahlen sind.

Man kann Potenzieren und Wurzelziehen kombinieren:

20



o|lw
N~

=a

(%)3:[5]3:61 _Va

Da die Multiplikation der Exponenten vertauschbar ist,
kann man daflr auch schreiben:

(f)U L

Wurzelziehen und Potenzieren kann man also vertau-
schen, da beide Operationen gleiche Prioritat haben.
Da Wurzelziehen eine Potenzoperation ist, gelten alle
Regeln des Potenzrechnens auch fur Wurzeln.

Beispiele:

2) (V) :[42}2 42 =a-2

C)
(1532) ~(115-12) -

= (VI8) +2-VI8-V2+(V2) ~(18-2-V18- V2 +2)=
=4-+/36 = 24

1 4 2 4
14 2.4
d) ¥a-Ya*=a%.at=as6=a'=a

21



4-a

1.6 2. Umkehrung des Potenzierens,
der Logarithmus

n

Ist im Ausdruck: a =¢

die Grol3e a und c bekannt und der Exponent gesucht,
hat man den Logarithmus zu bilden:

n=log,C
Die Frage lautet also:

In welche Potenz wurde die Basis a erhoben, um das
Ergebnis ¢ zu erhalten?

Beispiele:
log, 36 =2 denn 6° =36
log,64="6 denn 2°=64
log,,1000 =3 denn 10°=1000

-2
log, ,516 =2 denn (%) =4 =16
Sonderfalle:
log,c=1 denn c'=c



log.1=0 denn ¢’ =1

log. 0 ist nicht definiert, denn
¢" wird nur null, wenn N — —o0
strebt.

Logarithmieren und Potenzieren sind Umkehroperatio-

nen. Ebenso wie
I =x ist,

kann man sich Uberlegen, dass:
n=log.(c") und c"™*=a

Potenzieren und anschlieRendes Logarithmieren he-
ben sich auf, ebenso wie Logarithmieren und an-
schliel3endes Potenzieren, denn mit der Ausgangsbe-

ziehung: a=c"
n=log, (C”) ¢ wurde in die n. Potenz erhoben,

damit sich c" ergibt. Ebenso
c%*=a da log.a=n,istc"=a

Fur das Rechnen mit Logarithmen lassen sich einige
praktische und oft benutzte Regeln ableiten:

log, (a-b)=log,a+log b

Man kann namlich jede Zahl auch als Potenzausdruck
darstellen:
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a=c" b=c'
Die Zahl 64 kann man darstellen als 2° oder als 8.

u+v

Damit ist a-b=c"-c'=c
Logarithmiert man nun zur Basis c, ergibt sich:
log,(a-b)=u+v

Andererseits ist aber
u=log,a und v=log.b

Somit ist
log, (a-b)=1log, a+log,b

Ebenso kann man sich Uberlegen, dass
a
Iogcg =log.a—log.b

AulRerdem ist
log.a" =log,(a-a-a-a...)=log,a+log a+log a+...

.

n—mal
=n-log, a
log.a" =n-log. a
Verallgemeinerung:

24



m
= om
log.Va™ =log,a" =—Ilog, a
n

Umrechnung von Logarithmen der Basis a in solche
der Basis m:

Kennt man die Logarithmen der Basis a, z.B die Loga-
rithmen der Basis e oder 10 auf dem Taschenrechner
und bendtigt die Logarithmen der Basis b, kann man
die Logarithmen folgendermal3en umrechnen:

c=a" n=log,c
Logarithmiert man den Ausdruck zur Basis b, erhalt
man:

log,c=log,a" =n-log, a

Ersetzt man n, ergibt sich:
log,c=n-log,a=1log,c-log, a

log,c=—"—
log, a

Zusammenstellung der Formeln:
log, (a-b)=1log a+log,b

IogC%: log.a—log. b

m
2om
log,Va"™ =log.a" =—Ilog, a
n

25



log,c=—=—
log, a

Fur das praktische Rechnen sind von besonderer Be-
deutung die Logarithmen zur Basis 10, zur Basis e und
zur Basis 2. Fir sie werden deshalb besondere Be-
zeichnungen eingefihrt:

log,,a=1Iga
log,a=Ina
log,a=Id(a)

Beispiele:
a) 1g7,12345=0,85269
) 712,345 = Ig(7,12345-10° ) = Ig(7,12345) + Ig10°
=0,85269 + 2 = 2,85269
c)
Ig(0,000712345) = Ig(7,12345-10°)

=1g(7,12345)+1g10™*
=0,85269 -4 =-3,14731
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d)
Id (0,722) +In(0,722) +1g(0,722)

_ In(0,722) N In(0,722)+ In(0,722)
In2 In10

=In(0,722)- (é +1+%j - -0,9371
n n

1.8 Der binomische Satz

Am Beginn dieses Kapitels wurden Ausdrticke der
Form

(a+b)-(c+d)
mit Hilfe des distributiven Gesetzes ausmultipliziert.

Falls beide Klammerausdruicke gleich sind, ergab sich
als Spezialfall:

(a+b)-(a+b)=(a+b) =a*+2-a-b+b?

Ausdricke der Form (a + b) bezeichnet man als Bi-
nome, wobei auch Potenzen der Binome von Interesse
sind:

(a+b)’
Niedrige Potenzen lassen sich durch Ausmultiplizieren
zerlegen. Man erhalt:
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= 1

= a+b

= a®*+3-a’>-b+3-a-b*+b?

(a+b)

(a+b)

(a+b)2: a’+2-a-b+b’

(a+b)

(a+b) = a*+4.a°-b+6-a°-b*+4-a-b*>+b’
Um ein Bildungsgesetz fur die Vorfaktoren zu erhalten,
kann man sie in geeigneter Weise in einem sog.
Pascal'schen Dreieck anordnen:

n=0 1 Summe = 2°
1 1 1 2
2 1 2 1 2°
3 1 3 31 2°
4 14 6 41 2¢
5 151010 51 2°

Hat man eine Zeile der Koeffizienten berechnet, erhalt
man die nachste Zeile nach folgender Vorschrift:

1. Die Anzahl der Koeffizienten ist um 1 h6éher als
der Exponent des Binoms

2. Der linke und der rechte Koeffizient ist jeweils 1

3. Man erhélt einen Koeffizient der neuen Zeile, in-
dem man zwei benachbarte Koeffizienten der dar-
Uber stehenden Zeile addiert.

4. Die Zahlen nennt man ,Binomialkoeffizienten”
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Das Pascal’'sche Dreieck ergibt allerdings keinen for-
melmafigen Zusammenhang zwischen dem Koeffi-
zienten und dem Binom Exponenten und der Stellung
im Binom Produkt. Dazu werden die Koeffizienten fir n
= 5 noch einmal angeschrieben. Da zum Exponenten
n =5 sechs Koeffizienten gehéren, beginnt man die
Zahlung zweckmalliger Weise bei null:

k= 0 1 1

1 5 >
1

2 10 >4
1.2

3 10 5.4.3
1.2-3

A c 5.4.3.2
1.2-3-4

c . 5.4.3-2-1
1.2.3-4.5

Die Darstellung in der rechten Spalte legt folgenden
formelmaligen Zusammenhang nahe:

Der k. Koeffizient des Binoms mit der Potenz n lautet:
n~(n—1)~(n—2)-...~(n—k+1)
1.2-4....-k
Daflr ist die abkiirzende Schreibweise tUblich:

[n]_ n-(n-1)-(n-2)-...-(n—k+1)

k) 1.2-4....-k
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Dies nennt man die Euler'sche Schreibweise der Bi-
nomialkoeffizienten. Sie wird gesprochen ,n Gber k*

n
(kj steht bei den meisten Taschenrechnern als ei-

gene Funktion mit der Bezeichnung nCr zur Verfigung

Entsprechend obiger Tabelle ist [gj = (:j =1

Die Reihe der Binomialkoeffizienten bricht bei k = n ab.
Man definiert deshalb fur k > n

m:o furk > n
K

Aus dem Pascal’'schen Dreieck lassen sich folgende
Eigenschaften der Binomialkoeffizienten ablesen:

e Symmetrieeigenschaft:
ny (n
[W)-(o-i)
also: in der Reihe n =5 ist der Koeffizient k =2
5) (5 (5
25-2-3)

e Das Bildungsgesetz im Pascal’schen Dreieck lau-
tet in der Euler'schen Schreibweise:

@{EJ:[EEJ

Eine weitere Formel fur die Binomialkoeffizienten
ergibt sich, wenn man folgende Abkilrzung benutzt:

1.2-3-4-...-k=k!
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gesprochen: k Fakultat. Auch diese Funktion ist auf
den gebrauchlichen Taschenrechnern realisiert

Im Nenner der Formel fur die Binomialkoeffizienten
steht bereits die Fakultat k! Um auch im Zahler eine
Fakultatsdarstellung zu erhalten, muss der Bruch er-
weitert werden:

[n]z n-(n-1):(n-2)-...-(n-k+1) (n-k)...3-2-1

k 1.2-4-...-k (n-k)...-.3-2-1

o

Dies nennt man die Fakultatsdarstellung der Binomial-
koeffizienten.

1.9 Komplexe Zahlen

Es wurde schon darauf hingewiesen, dass im Bereich
der reellen Zahlen nicht alle algebraischen Rechen-
operationen durchgefiihrt werden kénnen. Zum Bei-
spiel ist die Wurzel aus einem negativen Radikanden
nicht definiert:

c=Va=Viia

Es gibt keine reelle Zahl, deren Wurzel -1 ware. Damit

kann man auch ~/—1 nicht auf der Zahlengerade der
reellen Zahlen darstellen.

Man schreibt fir v~1=j oderi. j? =-1
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Da negative Radikanden im Bereich der reellen Zahlen
nicht definiert waren, darf man folgenden Ausdruck
nicht zusammenfassen:

V72 # [-a)-(-b) - Va b

sondern:
J-a-v-b=j+ajib=p+ab=-Vab

Man nenntj die imagindre Einheitund j-a eine ima-
ginare Zahl und hat damit das Zahlensystem um eine
weitere Zahlkategorie erweitert, die komplexen Zahlen.

Da diese nicht auf der Zahlgeraden darstellbar sind,
erweitert man die Zahldarstellung auf die Ebene und
stellt eine komplexe Zahl als einen Punkt in der Ebene
dar: Man nennt diese Ebene die ,Gaul3’'sche Zahlen-
ebene”.

imaginare
Zahlgerade
1 o (@b
il
| >
1 a

reelle Zahlgerade

Fuhrt man ein cartesisches Koordinatensystem ein,
dann lasst sich ein Punkt durch zwei Zahlen (a,b) dar-
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stellen. Die erste Zahl (=die erste Komponente) wird
auf der reellen Zahlgeraden abgetragen, die zweite
Zahl auf der dazu senkrechten imaginaren Achse.
Diese ist ebenfalls eine Zahlenachse mit der Einheit |.

Um mit solchen Zahlenpaaren Rechenoperationen
ausfuhren zu kénnen, missen Regeln aufgestellt wer-
den, die so beschaffen sind, dass im Sonderfall, dass
die zweite (imaginére) Komponente null ist, die im Re-
ellen geltenden Regeln weiter gelten.

Gegeben seien zwei komplexe Zahlen
a=(a,a’) und b=(Bp)

Dann ist die Addition definiert als
a+b=(a+po'+p)

Falls die imaginaren Anteile null sind, findet die Additi-
on nur auf der reellen Zahlenachse statt. Somit ist die-
se Definition konsistent mit der entsprechenden Regel
fur reelle Zahlen.

Ebenso lasst sich die Subtraktion definieren als
a-b=(a—-B,a -p)

Zur Definition der Multiplikation liegt es zunéchst nahe,
sie folgendermal3en zu definieren:

c=a-b=(a,a)-(Bp)=(a B, o'-p)

Diese Definition fuhrt jedoch auf einen Widerspruch,
denn multipliziert man etwa

a=(a,0) mit b=(0p),

33



ergibt sich c=a-b=(0,0) also null, obwohl keiner der

beiden Faktoren null ist. Richtige Ergebnisse liefert die
Definition:

c=a-b=(a-B-o-p,a-p+ao'p)
Diese Definition ergibt bei zwei rein reellen Zahlen das
richtige Ergebnis o - und im Fall a=(a,0),b=(0,p’)
ein Ergebnis = 0.
Insbesonders liefert die Multiplikation
j-i=iF=(01)-(0,1)=(-10)=-1
=-1

Somit kann man eine komplexe Zahl auch folgender-
mafien darstellen:

a=(a,a')=(0,0)+(0,0')=a+a’-(0,1)
a=a+j-a

Dies ist die sog. Binomdarstellung einer komplexen
Zahl.

Die Division der komplexen Zahlen lasst sich wie die
Multiplikation mit zwei Zahlenpaaren als Umkehrung
der Multiplikation durchfiihren und liefert folgende
Formel:

Mit c=(y,y'), a=(a,a’) b=(B,B)

ist

C:E:(Q-Bnta'-ﬁ’ ()L'B'—OL"B]
b

1
o’ +a'? o’ +a'?
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An Stelle der unanschaulichen Verknupfungen der
Paardarstellung verwendet man jedoch besser die Bi-
nomdarstellung der komplexen Zahlen.

Zusatzliche Definition:
Wenn z =u+ j-v ist, dann nennt man
Z=Uu—j-Vv

die zu z ,konjugiert komplexe* Zahl.

vV 4 Z
u
-V Va

Wie in der Figur angedeutet, erinnert die Definition der
Addition und der Subtraktion an die entsprechenden
Verknupfungen bei Vektoren. Allerdings trifft die Ana-
logie nur bei Addition und Subtraktion zu. eine Multipli-
kation ist bei Vektoren abweichend definiert und eine
Division prinzipiell nicht méglich.

Eine weitere Definition ist der Betrag einer komplexen
Zahl

2| = JRealteil? +Imaginarteil? |z = Vu® + v

In der Pfeildarstellung entspricht der Betrag der Lange
des Pfeils

Beispiel:
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Gegeben sind die beiden Zahlen
z,=(4-2)=4-2-] z,=(-3-1)=-3-]

Gesucht ist die Summe, die Differenz, das Produkt
und der Quotient der beiden Vektoren.

2,+2,=(4-3,-2-1)=(1-3)
=4-2.j+(-8-j)=-1-3-]
2,-2,=4-2-j—(-3-})=7-]

ﬂu

=72  71-722

v

Z1
Z2 Z1

|

Multiplikation und Division werden besser in der Bi-
nomform durchgefuhrt. Es gelten die normalen Regeln
des Ausmultiplizierens von Klammern.
z,-2,=(4-2-j)-(-3-j)=-12-4-j+6-j+ 2.
=-14-2-j
z, 4-2-j

'

z, -3-j
Um den Nenner reell zu machen, wird mit der konju-
giert komplexen Zahl des Nenners erweitert
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2, _4-2-] 3+j_-12+4-j+6-j-2-] -10+10-j _

41
z, -3-j -3+]j 9+1 10

L N ]

ZZ
Die komplexen Zahlen bilden eine Menge C, die alle
bisher besprochenen Mengen als Teilmengen enthélt.
Im Bereich der komplexen Zahlen sind alle algebrai-
schen Zahloperationen ohne Einschrankung durch-
fuhrbar, also

e Wurzeln mit negativem Argument

e Logarithmen mit negativer Basis und negativem
Argument

e Potenzen mit negativer Basis

e Aulerdem sind alle Operationen mit héheren Funk-
tionen (Trigonometrische Funktionen, Exponential-
funktionen usw.) ausfuhrbar.
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