4 Trigonometrie

4.1 Winkeldefinition

Als Winkel bezeichnet man die zahlenmal3ige Angabe,
wie weit man eine Gerade dreht, die urspringlich mit
einer Bezugsgeraden in Deckung war.

a

- Bezugsgerade

Ein Winkel ist positiv, wenn man die Gerade gegen
den Uhrzeigersinn dreht; er zahlt negativ, wenn man
sie im Uhrzeigersinn dreht.

Die Mal3zahl des Winkels ist historisch so definiert,
dass man einer vollen Drehung, bis die zwei Geraden
wieder in Deckung sind, den Zahlenwert 360 zuweist
und die Drehung in 360 gleiche Teile unterteilt. Die
Kennzeichnung als Winkel erfolgt durch den Zusatz
,Grad". Somit bedeutet

60° = ﬂ — l
360 6
einer vollen Umdrehung.

Um die Winkelmessung besser an das Dezimalsystem
anzupassen, wurde fur die Zwecke des Vermes-
sungswesens eine Teilung des rechten Winkels in 100



Teile festgelegt. Eine volle Umdrehung hat dann den
Winkel 400°. Zur Unterscheidung nennt man einen
solchermalien festgelegten Winkel ,Neugrad®. Diese
Festlegung wird in der Technik auRerhalb des Ver-
messungswesens kaum benutzt.

Eine Festlegung ohne willkirrliche Winkelteilung erfolgt
durch die Definition des Winkels an einem Kreis.

Der Umfang eines Kreises betragt
U=2-r-x

ist also abhangig von r. Dividiert man den Umfang
durch den Radius, ergibt sich ein vom Radius unab-
hangiges Mal fir eine volle Umdrehung der Grol3e
2-11. Entsprechend definiert man einen beliebigen
Winkel folgendermal3en:

_ Bogenlénge am Kreis
Radius des Kreises

Man nennt dies einen Winkel im Bogenmal3.



Diese Definition hat den Vorteil, dass man einen Win-
kel als dimensionslose Gro3e erhalt. Somit ist es ohne
weiteres maoglich, einen Winkel als Exponent in einer
e-Funktion zu verwenden. Der Ausdruck

z=r-e"” mitj=+v-1
hat in der Mathematik eine wohl definierte Bedeutung.

Fur haufig benutzte Winkel ergeben sich folgende Zu-
ordnungen

900:2'—”21 600:2.”.122
4 2 6 3
300 =2. 7. 2% 1g00=2F_,
12 6 2
360° =27

und die Umrechnung eines Winkels im Gradmal3 in
das Bogenmal lautet:

360 180
und umgekehrt:
a’=a 180
T

Um zwei Winkel zu addieren oder zu subtrahieren,
werden einfach die Bogenlangen addiert bzw. subtra-
hiert.



4.2 Winkelsatze am Kreis
Die folgenden Gesetzmafigkeiten werden oft benutzt:

Jeder Peripheriewinkel Giber einem Kreisbogen ist halb
so grofl3 wie der zugehdrige Zentriwinkel.

P
Peripherie-

‘ winkel
‘ Kreismittel-
O\ punkt
_sy

Zentriwinkel

/|

Man kann das nachweisen, indem man zunéchst den
Fall behandelt, dass einer der beiden Schenkel des
Peripheriewinkels mit einem des Zentriwinkels zu-
sammenfallt:

=




Das Dreieck P — M — Aist in diesem Fall gleichschenk-
lig, der Winkel a’ gleich

a'=r-2-p

Der Winkel a ist damit:

a=r-a'=2-f

Den allgemeinen Fall kann man auf obigen Fall zu-
rickfiihren, indem man die Winkel in zwei Winkel auf-
teilt:

2B1 p 2-B2

Die braun gezeichnete Linie P — D erzeugt zwei
gleichschenklige Dreiecke A—M—-P und B-M-P
und somit ist der

AulRenwinkel A-M-D= 2p1
und der Winkel B-M-D = 232

Der gesamte Zentriwinkel ist damit gleich dem doppel-
ten Peripheriewinkel Bi1+ B2



A-M-B = 2-(Bi+ B2)

Verschiebt man den Punkt P, dann bleibt das Dreieck
A — M — B unverandert; das bedeutet, dass auch der
Peripheriewinkel unverandert bleibt.

Alle Peripheriewinkel, die zum gleichen Bogen, bzw.
zur gleichen Kreissehne gehoren, sind gleich.

Zieht man die Strecke A — B durch den Mittelpunkt des
Kreises, dann ist der Zentriwinkel gleich 180° und je-
der Peripheriewinkel gleich 90°. Der Kreis wird zum
Thaleskreis:

90° 90°




4.3 Trigonometrische Grundbeziehungen

Trigonometrie bedeutet Messung am Dreieck. Ein
Dreieck ist definiert

e Durch drei gegebene Seiten
e Durch zwei Seiten und einem Winkel
e Durch zwei Winkel und eine Seite

Zu Berechnungen am Dreieck sind also Beziehungen
zwischen den Seiten eines Dreiecks und den Winkeln
zwischen den Seiten notwendig.

Zunéchst ist festzustellen:

Die Summe der drei Winkel im Dreieck betragt immer
180°:

Zieht man durch die Spitze des Dreiecks eine Parallele
zur Grundlinie, dann ergeben sich sog. Z — Winkel,
d.h. die entsprechenden Winkel im Dreieck und an der
Parallelen sind gleich. Die Summe der drei Winkel a

a+pB+y=180°

Da sich bei jedem Dreieck rechtwinklige Teildreiecke
bilden lassen, ist es zweckmalfig, Beziehungen zwi-
schen Dreieckseiten und Winkeln zunachst an recht-
winkligen Dreiecken herzustellen und dann auf allge-
mein schiefwinklige Dreiecke zu verallgemeinern.



A
b C

Zwischen dem Winkel a und den drei Dreiecksseiten
a, b und c lassen sich sechs Verhéltnisse bilden, durch
die der Winkel a festgelegt ist. Diese Streckenverhalt-
nisse tragen folgende Namen:

_ Gegenkathete a

sina —
Hypotenuse ¢
Ankathete b
cosg=———=—
Hypotenuse ¢
Gegenkathete a a/c sina
tana = =—=—=
Ankathete b b/c cosa
Ankathete b 1
Cota = =—=
Gegenkathete a tana
cecy - Hypotenuse ¢ _ 1
Ankathete b cosa
COSEC & — Hypotenuse _ ¢ _ 1

Gegenkathete a sina



AulRerdem gilt am rechtwinkligen Dreieck der Satz von
Pythagoras:

¢’ =a’+b?
Dividiert man diese Beziehung durch c?, erhalt man:

a.2 2
l=—+—==sina+cos’a
¢ ¢

sina +cos’a =1

Praktisch benutzt werden allerdings nur die ersten vier
Beziehungen Sin¢, COSa, tana cota

Gibt man einen bestimmten Winkel vor und mdchte
eines der Streckenverhaltnisse berechnen, dann ist
dies kein einfacher Vorgang. Die Berechnung ge-
schieht durch unendliche Reihen. Lediglich fur be-
stimmte Winkel lasst sich mit Hilfe des Satzes von Py-
thagoras das zugehhorige Streckenverhaltnis berech-
nen.

a2

45°

a al2

Fir die ersten vier Winkelbeziehungen ergibt sich:



Funktion | a=0° | a=30° | a=45° a=60° a=90°
1/2 = = =

sin a 0 \/5/2 \/5/2 1
0,5 0,707 0,866

Ccos a 1 \/5/2 \/5/2 / 0
0,866 | 0,707 0,5

tan a 0 \/5/3 B 1 \/_ B o0
0,5774 1,7321

cot a o0 \/7 B 1 \/5/3 B 0
1,7321 0,5774

Aus der Tabelle und am rechtwinkligen Dreieck kann
man noch folgende wichtige Beziehung ablesen:

A C

Die beiden Winkel a und 8 erganzen sich zu 90°. Man
nennt den Winkel B den Komplementwinkel zu a. Au-
Rerdem ist die Ankathete des Winkels a gleich der
Gegenkathete des Winkels 3, sodass gilt:



Sinﬂ=E=COSa CoOSa =sinf = sm(% aj
C

cosﬂ:E:sina sina =cos ff = cos(% aj
C

tana:E:cotﬂ tana:cot(z—a
b 2
b T

cota =—=tanp Cota =tan E_a
a

4.4  Darstellung am Einheitskreis,
Verallgemeinerung auf beliebige Winkel

Man kann die trigonometrischen Beziehungen direkt
zahlenmalfig ablesen, wenn man in einem Dreieck die
Hypotenuse gleich 1 macht.

/

1| cota
\ tan a
r=1 sin a

cos a 1




Die Spitzen aller moglichen rechtwinkligen Dreiecke
liegen dann auf einem Kreis mit dem Radius 1. Diese
Darstellung erlaubt auRerdem eine Verallgemeinerung
auf Winkel > 90°

Falls der Winkel a >90° ist, kann man im Einheitskreis
ebenfalls rechtwinklige Dreiecke zeichnen, wobei al-
lerdings Seiten negativ einzusetzen sind und die Win-
kelfunktionen negative Werte annehmen kénnen. In
der folgenden Figur ist die Ankathete negativ, der

cos a wird negativ. Um vorzeichenrichtige Werte flr
die tan — und cot — Funktion zu erhalten, ist darauf zu
achten, dass die entsprechenden Strecken immer vom
Punkt (1, 0) und (0, 1) abzutragen sind. der zweite
Schenkel des Winkels muss deshalb nach hinten ver-
langert werden.

\ cota 1

N
sina7Z \G .

cos a

tan a

Entsprechende Figuren ergeben sich fur Winkel im
dritten Quadranten (7m < a < 31/2 ) und im 4. Quadran-
ten



cota /

tan a

sin a und cos a sind im dritten Quadranten beide ne-
gativ, deshalb ist sowohl tan a und cot a positiv.

Der Einheitskreis ist auch fur die Darstellung der trigo-
nometrischen Funktionen mit negativen Winkeln ge-
eignet. Negative Winkel werden im Uhrzeigersinn auf-

getragen. /
. /
/i tan a
— sin a
a S
-a
k // sin(-a)
\ tan(-a)
cos a = cos(-a)




4.5

Umrechnung verschiedener

Winkelfunktionen

Wie die Definitionsgleichungen der Winkelfunktionen
zeigen, benotigt man eigentlich nur eine, da man mit
Hilfe des Satzes von Pythagoras die Winkelfunktionen
ineinander umrechnen kann. So gelten folgende Be-
ziehungen:

sina =+/1-cos°
cosa =+v1-sin‘«a

fana =

Sina 3

sina

Pythagoras

Sina =

tan o

J1+tan?a

Cosa  1-sin‘a

aufgelost nach sin a ergibt sich:

Die folgende Tabelle zeigt alle Umrechnungsformeln
fur die ersten vier Winkelfunktionen:

sin a cos a tan a cot a
sina | - m tana 1
Vittan’a | Jl+cot?a
cosa m - 1 cota
JVittan’a | vl+cot?a
tan a sina V—cos?q |- 1
Vi-sina | cosa cotar

CoOS




cota /1—sin2a cosa 1 -
sina Jl-cos’a | tana

4.6 Die Arkusfunktionen

Bisher war die Aufgabe gestellt, zu einem gegebenen
Winkel die entsprechenden Seitenverhaltnisse auszu-
rechnen. Die Umkehraufgabe lautet:

Gegeben ist der sin, cos, tan, cot eines unbe-
kannten Winkels, wie grol3 ist der zugehorige Winkel?
Die zugehorige Rechenoperation heil3t Arkusfunktion:

singo:%:q; @ =arcsinq
cosp =(; @ = arccosq
tanp = q; @ = arctanq

,Gesucht ist der Bogen des Winkels ¢, dessen sin
gleich q ist".

Am Einheitskreis erkennt man, dass die Aufgabe im
allgemeinen nicht eindeutig lI6sbar ist:

cot P
s

tano
/\ © sing
/ CcosQ

Zu einem positiven Wert von sing gehdrt ein Winkel im
ersten Quadranten, aber auch ein Winkel im zweiten




Quadranten, d.h. es gibt zwei Losungen der Gleichung
sinp=a
@ =arcsina @ =m—arcsina
Der gleiche Wert flr sin ¢ ergibt sich auch, wenn der
Winkelstrahl um eine volle Umdrehung weiter gedreht
wurde. Alle Winkelangaben kdnnen deshalb auch um

+k - 27 vergréRert oder verkleinert sein. Deshalb
muss man immer angeben:

p=arcsinatk- -2z p=r—arcsinatk- -2z
Bei der Berechnung auf dem Taschenrechner er-
scheint der sog. Hauptwert im Bereich
T T
<<
2 v 2

Ebenso gehoren zu einem bestimmten cos ¢ der posi-
tive wie der negative Winkel ¢ und dieser ist nur bis
auf volle Umdrehungen bestimmt. Deshalb lautet die
Losung der Gleichung

cosgp =a
@, =arccos(a)tk-2x
0, =2r—@ K- 27
Der Hauptwert liegt im Bereich:
0<Lp<nr
Zu einem bestimmten tan ¢ gehoéren die Winkel

p=arctana+k-z

Auf dem Taschenrechner wird der Hauptwert im Be-
reich



Ny

JT
<p<L—
?=75

berechnet.
Diese Eigenschaft gilt auch fur ¢ =arccota.
Beispiele:

a)
sinp =0,67 @, =arcsin0,67 =0,7342+tk-27

¢, =42,067° £k -360°
0, =w—¢, =2,407T+Kk- 27
@, =180°— ¢, =137,933° £ k - 360°

b) cosg=-0,322 ¢ =arccos(-0,322)
¢, =1,8986+tk 27 @, =108,784° £k -360°
@, =27—p, =4,3845+k -2 @, =251,21°+ K -360°

c) tanp=-15  g@=arctan(-15)
$=-0,9828+k -7
@ =—56,31°+ k -180°

4.7 Die Additionstheoreme

In den Anwendungen treten haufig Winkelbeziehungen
mit der Summe oder der Differenz zweier Winkel auf.
Es ist haufig zweckmaRig, diese in die Winkelfunktio-
nen der einzelnen Summanden umzurechnen. Die
Umrechnungsformeln werden meist mit Hilfe komple-
xer Funktionen abgeleitet. Man kann sie jedoch auch
am Einheitskreis erhalten.



Beispiel:

Sin(a +ﬂ) soll als Funktion von sin und
cos der einzelnen Winkel dargestellt werden.

Den Vektorpfeil, der den Neigungswinkel a + B hat,
kann man als Summe zweier Vektoren darstellen. Der
blau gezeichnete Vektor hat die Komponenten

(cos 8-cosa;cos B-sina)
Der violett gezeichnete Vektor hat die Komponenten:
(—sin S-sina;sin fcosa )

Die Summe dieser beiden Vektoren ergibt den rot ge-
zeichneten Ergebnisvektor:

(cosa-cos B—sina-sin B;sina -cos B +cosa -sin )



Die horizontale Komponente ist der cos des Winkels
a + 3, die Vertikalkomponente der sin der Winkelsum-
me:

cos(a + ) =cosa -cos B—sina-sin 3
sin(a + ) =sina-cos B +cosa -sin B
Die Ableitung erfolgte zwar nur fir Winkel im ersten
Quadranten, man kann aber nachweisen, dass die

Beziehungen fur beliebige Winkel gelten, auch wenn
z.B. der Winkel 3 negativ ist. Damit ist:

cos(a— ) =cosa-cos B +sina -sin 3
sin(a— ) =sina-cos f—cosa -sin 3

Spezialfall:
Falls a = 3 ist, erhalt man aus obigen Formeln

sin(2-a)=2-sina-cosa
cos(2-a)=cos’a —sin*a

Weitere Formeln findet man in den umfangreichen
Formelsammlungen.

Beispiele:

1) Von einer Wasserleitung zwischen den Orten D
und E soll eine Stichleitung zum Ort N gelegt wer-
den, wobei die Leitung méglichst kurz sein und
deshalb senkrecht zur Hauptleitung verlegt werden
soll. Der Abzweigpunkt F lasst sich von N aus nicht
einsehen, es kdnnen aber die Winkel a und 3 und
die Distanz d gemessen werden. An welcher Stelle
x soll die Abzweigung erfolgen?



A
o
A 4

N
LOsung:

Das Dreieck D — E — N kann in zwei rechtwinklige
Dreiecke zerlegt werden. Der senkrechte Abstand F —
N sei h. Dann gilt:

h
—=tana h=x-tana
X

h
ﬂ:tan,B h=(d-x)-tan g
Gleichsetzen ergibt:
X-tana =(d —x)-tan 8
x-(tana+tan f)=d-tan 8
_ d-tanp
tana +tan g



2) Wie grol} ist die Lange der Kreissehne eines Krei-
ses mit dem Radius r, wenn von einem Punkt P
des Kreises aus der Winkel y gemessen wurde?

P

LOsung:

Zeichnet man vom Kreismittelpunkt zwei Strahlen zu
den Endpunkten der Sehne und die Mittelsenkrechte
vom Kreismittelpunkt aus, dann erhalt man ein Dreieck
mit der halben Sehnenlange als Gegenkathete und
dem Kreisradius als Hypotenuse. Somit ist:

s/2

siny =— s=2-r-siny
r

3) Welche Lange muss ein Zahnriemen haben, der




zwei Wellen im Abstand von 500 mm verbindet, wobei
das groRere Zahnrad einen Durchmesser von 250 mm
und das kleinere den Durchmesser 100 mm hat?

< a —»

AN
N /

Freie Riemenlange:

t?=a’~(R-r)°  t=494,34[mm]
Winkel a:
R—r 125-50
a 500
Gesamte Riemenlange:
$s=2-t+2-R-(7-a)+2:r-«a
s=21t+2-R-7-2-R-a+2-r-«
s =1561,05[mm]

CoSa = =0,15; a=142;



4.8 Allgemein schiefwinklige Dreiecke

Bisher wurden alle Ergebnisse an rechtwinkligen Drei-
ecken erzielt. Im folgenden sollen mit Hilfe der Bezie-
hungen am rechtwinkligen Dreieck die verallgemeiner-
ten Beziehungen zwischen den Seiten und den Win-
keln an allgemeinen Dreiecken aufgestellt werden.

Der Sinussatz:

Zieht man das Lot von C auf die Seite ¢ dann entste-
hen zwei rechtwinklige Dreiecke

A-C-Fc¢
und B-C-Fc

Die Hohe h ist dabei die Gegenkathete des jeweils
gegeniberliegenden Winkels und man kann ablesen:

h.=a-sin g h,=b-sina

Gleichsetzen ergibt:
a-sinf=b-sina
a b

sing sinp



Ebenso ergibt sich, wenn man das Lot auf die Seite b
Zieht:

hy=c-sina=a-siny
c a

siny  sina
Diese zwei Beziehungen kann man zusammenfassen
Zu:

a b ¢
sinae sing  siny

a sina b sing a sina

oder: — === == F Z_-=

b sing ¢ siny ¢ siny

In einem beliebigen Dreieck verhalten sich die Drei-
eckseiten wie die Sinus der gegenuberliegenden Win-
kel.

Kosinussatz:

Der Kosinussatz lasst sich ebenfalls durch Zerlegung
des allgemeinen Dreiecks in zwei rechtwinklige Drei-
ecke beweisen.

hc

“« D Pe—— q —>
+——— C —————p




Am linken Dreieck lasst sich ablesen:
p=Db-cosa
gq=Cc—p=c—-b-cosa

AuRerdem ist:  h?=b*-p®=a’-qg® (Pythagoras)

b? —b*-cos’a =a’ —q°

=a*—(c—b-cosa)’

b?—b?.cos’a=a’-c®>+2-b-c-cosa —b?-cos® a

a’=b*+c*-2-b-c-cosa

Fiur die anderen beiden Seiten verlauft die Ableitung
gleich. Somit ergeben sich drei Gleichungen:

a’=b*+c*-2-b-c-cosa
b’=a’+c’-2-a-c-cosp
c*=a’+b*-2-a-b-cosy

Das Quadrat einer Seite ist die Summe der Quadrate
der beiden anderen Seiten, vermindert um das zweifa-
che Produkt der beiden anderen Seiten, multipliziert
mit dem cos des von ihnen eingeschlossenen Winkels.

Man kann den cos — Satz als Verallgemeinerung des
Satzes von Pythagoras ansehen. Dabei kann beim
schiefwinkligen Dreieck nicht mehr zwischen Hypote-
nuse und Kathete unterschieden werden. Alle Seiten
sind gleich behandelt.



Ist allerdings der eingeschlossene Winkel gleich 90°,
dann entfallt wegen COS% =0 das zweifache Produkt

und die beiden anliegenden Seiten sind die Katheten,
die gegeniber liegende Seite die Hypotenuse.

Beispiele:
1) Von einem Dreieck sind gegeben:
Winkel a =40°; Seitena=40cm; b=32cm

Gesucht sind die beiden restlichen Winkel und die feh-
lende Seite.

Berechnung von 3 mit dem sin — Satz:
_L:_L Sinﬁ:R-Sina
sina  sinp a
£ =30,946°
y =180 - (a + ) =109,05°
Berechnung von ¢ entweder mit cos — Satz oder mit
c=b-cosa+a-cosp
¢ =58,8195cm

2)
Auf einer Insel in einem kleinen See befindet sich
eine Markierung, deren Lage zu zwei Fixpunkten
am Ufer gemessen werden soll.



Es wurde bestimmt:

a=65°43"15" 3=48°1533" c=75m

Wie grof3 sind die Abstande der Markierung auf der
Insel von den Fixpunkten am Ufer?

LOsung:
Umrechnung der Winkel in das Dezimalsystem:

a=65+23 1 15 g5 70080
600

60
p=a8+22 4 33 _ 48 25000
60 ' 3600

Spitzenwinkel des Dreiecks: 180 —a — B =66,02°

Seitea:  ——=—2 a=c- 2% -7482[m]
Siny  Sina sSiny
Seiteb: S =2 h-c.5NF g 249[m]

siny =sin,B siny



3.8 Goniometrische Bestimmungsgleichungen

Goniometrische Bestimmungsgleichungen sind z.B.
der sin- oder cos-Satz, wenn einer der Winkel gesucht
ist. In diesem Fall ist die Gleichung einfach nach dem
gesuchten Winkel aufzuldsen. Kommt der gesuchte
Winkel jedoch in mehreren Termen vor, dann muss
man die Gleichung solange umformen, bis man den
Winkel auf einer Seite der Gleichung isoliert hat.

Im allgemeinen ist der Winkel in unterschiedlichen
Winkelfunktionen enthalten, so dass man zweckmafi-
ger Weise alle Winkelfunktionen mit Hilfe der Umrech-
nungstabelle auf eine einheitliche Art bringt, also z.B.
die Gleichung so umformt, dass nur noch sin ¢ oder
cos ¢ vorkommt. Bei der Losung hat man zu beachten,
dass zum gleichen Wert des cos oder sin mehrere
Winkel gehéren und aul3erdem jeder Winkel nur bis
auf ganzzahlige Vielfache von 11 bestimmt ist.

Man unterscheidet:

e Rein goniometrische Gleichungen. Sie enthalten
die Unbekannte nur in Verbindung mit trigonomet-
rischen Funktionen, z.B.

tan(2-x)—cosx=1,3
Sie lassen sich oft dadurch formelmalig I6sen,
dass man die trigonometrische Funktionen so um-
formt, dass nur noch ein Typ von trigonometrischer
Funktion vorkommt, z.B. nur noch cos x. Eine wei-
tere Methode besteht darin, dass man durch eine
passende Substitution die goniometrische Glei-
chung in eine algebraische Gleichung umwandelt
und mit algebraischen Methoden l6st.

e Gemischt goniometrische Gleichungen:
Die Variable ist sowohl in trigopnometrischen als



auch in algebraischen Ausdrticken enthalten. Sol-
che Gleichungen sind nur durch iterative Nahe-
rungsverfahren lésbar.

Beispiel: x*-sinx—cosx =0,75
Beispiele:
. 3
a) SIN X+ COS X :7
V1-cos® x :g—cosx |2

3
1—coszx=z—\/§-cosx+coszx

2-coszx—\/§-cosx—%:0

cosx, = 0,992033
%, =arccos(0,992033) = +0,12634 + k- 27 X, =+7,24°

cosx, =—0,126 X, =arccos(-0,126) =+1,6971+k - 27
X, =197,24°

Einsetzen ergibt, dass nur der negative Wert von
X1 und der positive Wert von x2 gultige Lésungen
sind.



b)

2-tanx+3-cotx =10

2-tanx+i=10
tan x

2-tan’x—10-tanx+3=0

10++/100-24 5+19
4

2
ilzarctan(g+gJ:1,361rk-7z X, =77,94°

tan x

X, :arctan(g—@Jzo,Mik-ﬂ X, =17,77°

Beide Werte sind giltig
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