6 Analytische Geometrie

6.1 Ebene Koordinatensysteme

Das Prinzip der analytischen Geometrie besteht darin,
geometrische Probleme mit Hilfe rechnerischen Me-
thoden anstatt mit Lineal und Zirkel zu behandeln.
Dies wird dadurch erreicht, dass man den Punkten der
Ebene Zahlen zuordnet und ein geometrisches Gebil-
de als Menge von Punkten auffasst, zwischen denen
gewisse Beziehungen bestehen.

Die Zuordnung von Punkten zu Zahlen geschieht
durch ein Koordinatensystem. Ein Punkt auf einer Zah-
lengeraden wird durch eine einzige Zahl festgelegt.
Um jeden Punkt der Ebene zahlenmaRig darstellen zu
kbnnen, bendtigt man zwei Zahlen, fur einen Punkt im
dreidimensionalen Raum drei Zahlen. Es liegt deshalb
nahe, zur Beschreibung eines Punktes in der Ebene
zwei Zahlengerade in zwei Richtungen zu benutzen,
am einfachsten mit Hilfe von zwei Zahlengeraden, die
aufeinander senkrecht stehen. Dies ist allerdings nicht
zwingend notwendig. Fir manche Probleme ist es
zweckmalfig, ein schiefwinkliges Koordinatensystem
zu definieren.
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Folgende Bezeichnungen sind tblich:

Eine Richtung wird i.a. in die horizontale Richtung ge-
legt. Man nennt sie Abszisse. Die Zahlen des Zahlen-
paars, die auf dieser Zahlengeraden abgetragen wer-
den, bekommen oft die Bezeichnung x. X ist somit die
Menge aller Werte in horizontaler Richtung, die die
Punkte P(x,y) auf der geometrischen Figur annehmen
konnen.

Die zweite Zahlgerade senkrecht zur Richtung x heif3t
Ordinate. Die Zahlen, die auf dieser Geraden abgetra-
gen werden, tragen oft die Bezeichnung y. Y ist damit
die Menge der Werte y , die die Punkte auf der geo-
metrischen Figur annehmen konnen.

Der Schnittpunkt der beiden Zahlgeraden ist der Null-
punkt des Koordinatensystems. Zweckmafiger Weise
ist der Nullpunkt gleichzeitig Nullpunkt beider Zahlge-
raden.

Die beiden Zahlengeraden nennt man Koordinaten-
achsen eines kartesischen Koordinatensystems (nach
René Descartes, franz. Mathematiker), die Zahlenwer-
te zur Beschreibung der Lage eines Punktes nennt
man seine Koordinaten. Einen Punkt P der geometri-
schen Figur erreicht man dadurch, dass man den x-
Wert auf der Abszisse abtragt und an dieser Stelle
eine Parallele zur Ordinate zieht. Ebenso tragt man
den y-Wert auf der Ordinate ab und zieht eine Paralle-
le zur Abszisse. Der Schnittpunkt der beiden Paralle-
len ist der Ort des Punktes P(x,y).

Entsprechend der haufigen Verwendung der Bezeich-
nungen x und y nennt man die Abszisse auch oft x —
Achse und die Ordinate y — Achse.



Die beiden Zahlgeraden unterteilen die gesamte Ebe-
ne in vier Teile; man nennt sie Quadranten des Koor-
dinatensystems.

Bei der Definition eines Winkels wird festgelegt, dass
ein Drehsinn entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn ei-
nen positiven Winkel definiert. Entsprechend bedeutet
ein Rechtskoordinatensystem, dass man die erste
Achse (Abszisse) gegen den Uhrzeigersinn drehen
muss, um auf kiirzestem Weg die Achse mit der Ordi-
nate zur Deckung zu bringen.
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Entsprechend nummeriert man die vier Quadranten in
der Reihenfolge, in der man sie bei einer Drehung ge-
gen den Uhrzeigersinn tberfahrt.

Polarkoordinatensystem

Ein rechtwinkliges oder schiefwinkliges kartesisches
Koordinatensystem ist nicht die einzige Mdglichkeit,
Punkte in der Ebene darzustellen. Man kann dies auch
durch Angabe eines Winkels und eines Abstands von
einem Bezugspunkt erreichen.



Der Winkel wird von einer Bezugsgeraden aus im ma-
thematisch positiven Sinn abgetragen. Auf dem Win-
kelstrahl kann man den Abstand vom Nullpunkt aus

abtragen.
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Bezugsgerade

Hat man einen Zusammenhang in X — y — Koordinaten
gegeben, dann kann man diesen leicht in Polarkoordi-
naten umrechnen. Man benutzt die x — Achse als Be-

zugsgerade fur den Winkel und kann x ersetzen

durch:

P(x.y)

v
X

X=Tr-COSQ y=r-sing

Indem man alle vorkommenden x und y durch r und ¢
ersetzt, erhalt man alle Punkte der geometrischen Fi-
gur in Abhangigkeit der neuen Variablen r und .



6.2 Geometrische Orter

In der analytischen Geometrie sucht man Funktions-
gleichungen, die fir Punktmengen mit ganz bestimm-
ten Eigenschaften gelten. Im folgenden werden Prob-
leme mit folgenden Fragestellungen behandelt:

e Gesucht ist eine Gleichung fir den geometrischen
Ort aller Punkte, die auf einer geraden Linie liegen
und durch zwei gegebene Punkte gehen. (Gera-
de)

e Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte, die
von einem gegebenen Punkt den gleichen Ab-
stand haben. (Kreis)

e Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte, die
von einem gegebenen Punkt aus und von einer
gegebenen Geraden den gleichen Abstand haben.
(Parabel)

e Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte, fur
die die Summe der Absténde von zwei gegebenen
Punkten konstant ist. (Ellipse)

e Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte, fur
die die Differenz der Abstéande von zwei gegebe-
nen Punkten konstant ist. (Hyperbel)

Die Methode, um solche Probleme zu I6sen, besteht
darin, einen Punkt mit variablen Koordinaten P(x,y)
oder P(r,@) zu definieren, der die geforderten Eigen-
schaften aufweist. Die gestellte Forderung wird durch
Gleichungen (oder eine Gleichung) erfillt, die fur die
Koordinaten des Punktes erfillt sein missen. Das ein-
fachste Problem dieser Art ist die Gleichung einer Ge-
raden durch zwei Punkte.



6.3 Die Gleichung der Geraden

P2(x2,y2)
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Falls der Punkt P(x,y) auf der Verbindungsgeraden
zwischen P1 und P2 liegen soll, missen die beiden
Dreiecke P1 — A — P2 und P1 — B — P &hnlich sein, d.h.
es muss gelten:

Y= % — Y-V

X =% X=X
aufgeldst nach y ergibt sich:

Yo=Y,
=2 2. (X-—
i~ (X=%)+Y,
yz_yl yz_yl
y= X= X+
X, =X X, =X '

Dies nennt man die Zweipunkteform der Geradenglei-
chung.

Der Faktor Y2 N ist gleichzeitig der tan a, der Tan-
X, =%

gens des Anstiegswinkels der Geraden.



Fasst man die Terme etwas zusammen, erhalt man
die einfachere Form der Geradengleichung:

y=m-X+cC
mit
m=tang=22_N
X, =X
Yo=Y,
C: _— e ‘-, — _m.
yl XZ_Xl Xl yl Xl

Die obige Form der Geradengleichung nennt man die
kartesische Normalform der Geradengleichung. Es
sind folgende Sonderfélle zu beachten:

c=0: y=mxX
Die Gerade geht durch den Nullpunkt
des Koordinatensystems

m = 0: Die Gerade hat die Steigung null und
verlauft parallel zur x — Achse im
Abstand ¢

x = c: Die Gerade verlauft parallel zury —
Achse im Abstand c

Aus der kartesischen Normalform kann man unmittel-




bar die Steigung m =tan a der Geraden ablesen,
Setzt man x = 0, erhalt man unmittelbar die Stelle y, an
der die Gerade die y — Achse schneidet.

Soll gleichzeitig auch der Schnittpunkt mit der x - Ach-
se bequem aus der Geradengleichung ablesbar sein,
kann man aus der Zweipunkt — Form ebenfalls eine
passende Gleichung ableiten: angenommen, die Ge-
rade soll durch die beiden Punkte P1(0,b) und P2(a,0)
gehen:

y—-b 0-b y-b_Xx
x-0 a-0 -b a
X, Y1
a b

Aus dieser Form der Gleichung sind die beiden Achs-
abschnitte a und b unmittelbar ablesbar.

Beispiel:

Die Geradengleichung y = g X—2

soll auf die Achsabschnittsform gebracht werden.



6.4 Die Geradengleichung in Vektorform

Gibt man wieder zwei Punkte in der Ebene vor, dann
kann man jeden Punkt der Gerade dadurch erreichen,
dass man zu einem Punkt vom Nullpunkt des Koordi-
natensystems aus einen Vektor zieht und zu diesem
einen zweiten Vektor addiert, der die Richtung der Ge-
raden hat und mit einem Skalar multipliziert ist.

y A
P2(x2,y2)
P1(X1,y1) P(x.y)
> X
Einheitsvektor in Richtung der Geraden:
© Y, —Y, ) Betrag desVektors
X, — X1j 1
j— 2 2
Y2 =) %) +(y, - ¥.)
CoS
Sina

Dabei ist a der Anstiegswinkel der Geraden bzw. der
Winkel zwischen der x — Achse und der Geraden.



)]

Es handelt sich um zwei Gleichungen mit dem Para-
meter k. Eliminiert man k, erhélt man wieder eine Ge-
radengleichung:

X_
X=X +Kk-cosa k=22
cosa
sina

=y, +k-sin =y, + (x—
Y=Y, a Y=yt (X=x)

y=tana-X+Cc=m-x+cC

Durch die Festlegung des Einheitsvektors durch die
Wahl und die Reihenfolge der beiden gegebenen
Punkte hat die Gerade eine gewisse Orientierung er-
halten, so dass es gerechtfertigt ist, von der linken und
der rechten Seite der Geraden zu sprechen. Man be-
zeichnet die Seite der Geraden, die beim Passieren
der Geraden auf der linken Seite liegt, als die positive
Halbebene, die rechte Seite als die negative Halbebe-
ne.

6.5 Die Hesse'sche Normalform der
Geradengleichung

In den bisher besprochenen Formen der Geradenglei-
chung konnte entweder die Richtung und der Achsab-
schnitt auf der y — Achse oder die beiden Achsab-
schnitte auf der x- und y — Achse direkt abgelesen
werden. Es ist gelegentlich zweckmalig, eine Form
der Geradengleichung zu ermitteln, bei der direkt der
Abstand der Geraden vom Nullpunkt erscheint.



- %CD = a+T11/2

Geht man von der Achsabstandsform aus:

54_1:1
a b

dann kann man a und b ersetzen durch:

a-sina=p b-cosa=p

sina CcoS &

mit o = go—% ergibt sich:
i . /4
Sina = S'”(“’_Ej =COS @

CoSa = cos(qo—%j =sing

i-c03¢>+l-singp:1

p
X-Cos@p+Yy-sinp—p=0

eingesetzt:

v



Dies ist die Hesse'sche Normalform. In dieser Glei-
chung ist:

p: der Abstand vom Koordinatenursprung. Dieser
kann positiv und negativ sein, je nach dem, ob
er auf der positiven oder der negativen Seite
der Geraden liegt.

() der Winkel zwischen der Normalen auf die
Gerade und der x — Achse.

Mit Hilfe der Hesse’schen Normalform kann man be-
sonders bequem Parallelen zu einer gegebenen Ge-
raden auffinden. Soll eine Parallele im Abstand d ge-
funden werden, muss man nur den Abstand p vergro-
3ern oder verkleinern.

X-CoS@+Yy-sing—(p+d)=0

Sucht man den Abstand eines beliebigen Punktes von
der Geraden, dann legt man eine Parallele durch die-
sen Punkt und berechnet den neuen Abstand d.

Beispiel:

Gegeben sind die Punkte P1(5, 6), P2(-1, 2).
P3(3, 6) und P4(-4, -4)

Gesucht ist die Gleichung der Geraden in der kartesi-
schen Normalform und in der Achsabschnittsform, die
durch die beiden Punkte P1 und P2 geht.

Wie grol} ist der Abstand der Geraden zum Koordina-
tennullpunkt?

Wie lauten die Gleichungen der Parallelen zu der be-
rechneten Geraden, die durch die beiden Punkte Ps
und P4 gehen?



Wie grol3 sind die Abstande der Punkte P3 und P4 von
der berechneten Geraden?

LOsung:
m:yz_yl: 2_6 :g
X,-% -1-5 3
2 8
C=-M-X+Yy,=——=-5+6=—
X +Y 3 3

kartesische Normalform: y= % X +%

Achsabschnittsform: Yy X =
8/3 4
a=-4, b= 8
3

tanazé o =0,588

p=a+Z;
2

Hesse’sche Normalform:
X-cosp+Yy-Ssinp—p=0

Setzt man z.B. den Punkt P1 ein, erhalt man p:
p=2,2188

Das ergibt die Gleichung:
-0,5547-x+0,8320-y-2,2188=0



Parallele zur Geraden:
-0,5547-x+0,8320- y-(2,2188+d): 0
Einsetzen Punkt P3 (3,6):
Abstand der Geraden: d=1,1094
Gleichung durch P3:
-0,5547-x+0,8320-y-3,3282=0
Gleichung durch Pa:
-0,5547-x+0,8320-y-2,2188—-d =0
Einsetzen des Punkts P4 (-4,-4):
Abstand von der Geraden: d =-3,3282

Gleichung durch Pa:
-0,5547-x+0,8320-y+1,1094=0
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Folgerungen:

e Das positive Vorzeichen fir p ist folgendermal3en
Zu interpretieren;
p ist dann positiv, wenn der Richtungsvektor der
Geraden €; mit dem Vektor der Normalen (Vektor
mit der Lange p vom Nullpunkt zur Geraden) i in
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bildet.
Ist p negativ, dann bildet € mit i ein Linkssystem.

Der Nullpunkt liegt in der negativen Halbebene.
e Ist der Abstand d der Parallelen zur gegebenen

Geraden positiv, dann ist der Abstand zum Null-
punkt groRer als der der gegebenen Geraden.

e Ist d negativ, dann verkleinert sich der Abstand
zum Nullpunkt gegentiber der gegebenen Gerade.

6.6 Die allgemeine Form der Geradengleichung
Die allgemeinste Form der Geradengleichung lautet:
A-x+B-y+C=0

Daraus lassen sich alle der bisher besprochenen For-
men gewinnen.

e Division durch B und Auflésung nach y ergibt:
B B

Somit ist die Steigung der Geraden:

A
m=tana =—-——
B



und der Achsabschnitt auf der y — Achse

C
C=——
B
Die Achsabschnittsgleichung erhalt man durch Di-
vision durch — C:

X y

+ =1
-C/A -C/B
mit a:—E b:—9
A B

Dividiert man die allgemeine Gleichung durch
VA? +B?

erhalt man

A X+ B Y+ ¢ =0

JA?+B?  JA24B? JA? + B?

Quadriert und addiert man die beiden Koeffizienten
bei x und y, dann ergibt sich 1; man kann also den
Koeffizienten bei x als cos¢ eines Winkels und
den Koeffizient bei y als sin ¢ interpretieren. Dies
entspricht der Hesse’schen Normalform mit

C

p=————
\JA? + B?



6.7  Schnittpunkt zweier
Geraden, die Winkelhalbierende

Der Schnittpunkt zweier Geraden ist ein Punkt, der
beiden geraden gemeinsam ist und fur den beide
Geradengleichungen gelten missen. Hat man also
zwei Gleichungen der allgemeinen Form, dann sucht
man die Werte von x und y, die beiden Gleichungen
gemeinsam sind, also die Losung des linearen Glei-
chungssystems

a-X+a,-y=¢
b-x+b,-y=c,

Es gibt zahlreiche Methoden, solch ein Gleichungssys-
tem zu l6sen, z.B. die Cramer’sche Regel:

Cl a2 al Cl
X = CZ b2 y — bl CZ
a a4 8 4
b, b, b, b,

Im Zahler und im Nenner stehen jeweils zwei Determi-
nanten:

Die Nennerdeterminante besteht aus den Koeffizien-
ten der linken Seite des Gleichungssystems, in der
Zahlerdeterminante ist die Spalte, in der die Unbe-
kannte steht, durch die rechte Seite ersetzt.

Beispiel:

Gesucht ist der Schnittpunkt der beiden Geraden
2-X—5-y=8
—4.x+3-y=1



Die Nennerdeterminante lautet:

2 -5
=6-20=-14
-4 3
Die Zahlerdeterminante fur die x — Werte:
8 -5
=29
1 3

Die Zahlerdeterminante fur die y — Werte:
2 8

=34
-4 1
Dies ergibt den Schnittpunkt X = 2 y = 34
14 14
5] /
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Der Schnittwinkel zwischen den beiden Geraden lasst
sich einfach aus der kartesischen Normalform berech-
nen, da diese direkt den Steigungswinkel der Geraden
enthalt:

y=m-X+¢ =tana, -x+¢
y=m,-X+C, =tana, -X+¢,

Der Schnittwinkel ist die Differenz der beiden Winkel
a2 —di1. Aus einer Tabelle der Additionstheoreme ent-
nimmt man

tan(t, — ) = tane, —tane,  m,—m
> Y lttane,-tana, 1+m-m,

Im vorigen Beispiel ist m1 = 0,4 und m2 = 4/3. Der
Schnittwinkel zwischen den beiden Geraden ist somit:

4 2 20-6

3 5 __15 _14
35 15
¢=0,5468+k-7  ¢=3133°+k-180°

tang =

Vertauscht man die Reihenfolge und bildet a1 — az,
dann erhalt man den stumpfen Winkel

7—-$=2598  180— ¢ =148,67°

Aus obiger Beziehung erhalt man auch die Bedingung
daflr, dass zwei Gerade sich unter dem Winkel von
90° schneiden. In diesem Fall geht der Tangens gegen

unendlich, d.h. der Nenner gegen null. Es muss also
. 1
sein: 1+m -m, =0 m=-—
m2



Die Winkelhalbierende ist der geometrische Ort aller
Punkte, die von zwei gegebenen Geraden an jeder
Stelle den gleichen Abstand haben.

Damit bietet es sich an, die Hesse'sche Normalform
der beiden Geraden heranzuziehen und zum Abstand
p der beiden Geraden jeweils einen zusatzlichen Ab-

G
WH2 N ? WH:

\ G1

\

stand d hinzuzuzahlen, der fir beide gerade gleich
sein muss. Dafur gibt es allerdings zwei Mdglichkeiten:

Wie im vorigen Absatz dargelegt, ist ein Abstand dann
positiv, wenn er in Richtung der positiven Halbebene
der Gerade geht. Zahlt man zu den beiden gezeichne-
ten gerichteten Geraden einen positiven Abstand d
hinzu, dann berechnet man die Winkelhalbierende
WH:2. Genau so erhalt man WH2, wenn man jeweils
bei beiden Geraden einen Abstand d abzieht Will man



die Winkelhalbierende WH1, dann muss man bei einer
Geraden d addieren und bei der anderen d abziehen.

X-cos@+y-sing—(p+d)=0
d=x-cosp+y-sing—p

Die beiden Abstande sind gleich:

X-COS@, +Y-Sing, — p, =X-C0S@, +Y-Sing, — p,
Gleichung der Winkelhalbierenden WH2:
X-(cosp, —cosg,)+y-(sing, —sing,)—(p,— p,)=0

Falls d2 gleich —d1 gesetzt wird:

Gleichung der Winkelhalbierenden WHa:

X-(cos¢, +cos@, )+ y-(sing, +sing,)—(p,+p,)=0

Beispiel:

Zu den beiden Geraden des vorigen Beispiels sollen
die Winkelhalbierenden gesucht werden:

1) 2-Xx—-5-y=8
2.) —-4-x+3-y=1
LOsung:

Hesse’'sche Normalform
2 5 8

X — V= =0
Jar25 2 7 9

cosg, =0,3714 sing, =-0,9285 p, =1,4856

Gleichung 1:



Gleichung 2:

i 1
cos(p,)=-0,8  sin(¢,)=0,6 P =5

Die Orientierung der Geraden wird dadurch bestimmt,
dass in die Hesse’'sche Normalform der Geradenglei-
chungen jeweils ein Punkt zu beiden Seiten der Ge-
raden eingesetzt wird. Ergibt sich ein positiver Wert,
befindet man sich auf der positiven Seite der Geraden.
B
+

Probeweises Einsetzen des Punkts (-2, 2) ergibt die
skizzierte Orientierung.

Verwendet man die erste Form der Hesse’schen Nor-
malform, d.h. rechnet man mit gleichen Absténden,
dann geht die Winkelhalbierende durch den kleineren
der beiden Winkel.



X-(cosp, —cosg,)+y-(sing, —sing,)—(p,— p,) =0
x-(0,37130+0,8)+y-(~0,92848-0,6)—(p,— p,) =0

Winkelhalbierende 1:
1,1714-x-1,5285-y-1,285=0

X-(cosg, +cosg,)+y-(sing +sing,)—(p,+p,)=0

Winkelhalbierende 2:
—-0,4286-x—-0,3285-y—-1,6855=0

B s




6.8 Der Kreis

Der Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte, die
von einem gegebenen Punkt M (xo, Yo ) den gleichen
Abstand r haben.

| i P(x.y)

Damit lautet die Kreisgleichung:

2 2
(x=%) +(y—y,) =r?
Fur den Spezialfall, dass der Mittelpunkt des Kreises
im Koordinatenursprung liegt, also xo = yo = 0 ist, gilt:
X2 + y2 — r2
Liegt der Mittelpunkt auf einer der Koordinatenachsen,
z.B. der x — Achse, dann ist yo = 0.

Lost man die Kreisgleichung nach y auf, erkennt man,
dass die Funktion nicht eindeutig ist. Gibt man einen
bestimmten x — Wert von, erhélt man zwei y — Werte:

y:i«/rz—(x—xo)2 +Y,

da ein oberer und ein unterer Kurvenzweig existiert.



Schnittpunkt eines Kreises mit einer Geraden:

Soll ein Kreis mit einer Geraden zum Schnitt gebracht
werden, muss x und y aus den beiden Gleichungen
2 2
(x=%,) +(y=Y,) =r°
y=m-X+cC

bestimmt werden. Dies fuhrt immer auf eine quadrati-
sche Gleichung in x (oder y), aus der

e zwei reelle Losungen oder

e eine reelle Lésung oder

e keine reelle Lésung

hervorgeht.

Beispiel:

Wie ist die Grol3e ¢ zu wahlen, damit die Gerade

y= 1 X+C
2
den Kreis: (x—3)2 +y° =16
e in zwei Punkten schneidet?
e gerade beruhrt?

e passiert?
LOosung:

x2—6-x+9+%-x2+x-c+c2—16:0

%x2+(c—6)-x+c2—7=0



Dies ergibt die Schnittpunkte:

2.c 12 2.\71-4.¢2—12-c
e

%2 5 5 5

Wenn die Diskriminante unter der Wurzel gleich null
ist, ergibt sich nur eine Losung, d.h. es handelt sich
um einen Beruhrungspunkt:

71-4-¢*-12-¢c=0

o fir
o--124E  o--3-2.8
c,=2,9721 c, =-59721
ergeben sich Beruihrungspunkte
e Im Bereich -5,9721 <c<2,9721

ergeben sich zwei Schnittpunkte.

o Flr €c<-59721undc>29721

gibt es keine Schnittpunkte.
Die folgende Graphik zeigt den Kreis und Gerade mit

c,=-1+2:5 c2:—§+2-\/§

S TP

c,=—2-2-/5



Weitere Probleme im Zusammenhang mit Kreis und
Gerade sind:

Berechnung einer Tangente an einen gegebenen
Punkt des Kreises

Berechnung einer Tangente an einen Kreis von
einem Punkt au3erhalb des Kreises.



Tangente an einen gegebenen Punkt eines Kreises.

4 P(x1,y1)
/ a

7y \ M /
Yo
A\ 4 \-/

— Xo —P

v

Zunachst wird die Steigung a der Normalen berechnet.

tang =" Yo

X =Xy

Tangente und Normale stehen aufeinander senkrecht,
d.h.

Ctane Yo Y-V,
X1_Xo

tanaG:tan(a—%j— 1 __ 1 _ x=%

Gleichung der Tangente:

u:tan(a_zj:_xl_xo
X=X 2 Yi—Yo




X — Xy
Y1_YO

Die Gleichung kann man noch umformen und man
erhalt die fir manche Zwecke praktischere Form:

(x=%)- (=% )+ (Y= ¥o)- (Y= ¥o) =17

Falls der Mittelpunkt des Kreises im Koordinatenur-
sprung liegt, vereinfacht sich die Gleichung:

y:_ﬁ'(x_)ﬁ)"'%
Y1

Yo Yy = XX X+ Y]
Da der Punkt P auf dem Kreis liegt, gilt: xf + yf =r?

y=- (x=%)+y,

Gleichung der Tangente:
Y-Vt xx =10

Gleichung der Tangente von einem auf3erhalb gelege-
nen Punkit:

v

P1(x1,y1) ”4
P(Xg,Y9)
[ M(Xo,Yo
P2(x2,y2) ‘/
Polare N



Angenommen, die Beriihrungspunkte seien bekannt,
dann kann man die Geradengleichungen durch diese
Punkte nach obiger Formel angeben:

(x=%)-(6 =% )+ (Y =¥o)-(¥: =¥o) = *
(X=%)-(% = %)+ (Y=Y)- (Vo= Yo ) = 1

Beide Geraden mussen durch den Punkt P(xg,yq) ge-
hen

(%5 =% ) (%= %)+ (g = ¥o ) (Yo = ¥o) =T

(Xg _XO)'<X2 —x0)+(yg - yo)-(y2 ~Yo)=r’
Diese beiden Gleichungen kann man nun allerdings
auffassen, als hatte man in eine Geradengleichung fur
x und y die beiden Punkte P1(x1,y1) und P2(x2,y2) ein-
gesetzt. Ersetzt man x1 und ya durch x und vy, erhalt
man die Gleichung der sog. Polaren:

(% =% ) (x=%)+(Yg = ¥o) - (Y= ¥o) =1’

Bringt man diese Gerade mit dem Kreis zum Schnitt,
kann man die beiden Bertuhrungspunkte berechnen
und mit der Zweipunkteformel die Gleichungen der
Tangenten berechnen.

Beispiel:

Vom Punkt P(-4,-3) aus sollen die beiden Tangenten
an den Kreis

(x-3)" +(y-2) =4

berechnet werden.



LOsung:
Aus der Kreisgleichung liest man ab:
X, =3; Yo =2

Mit X, = —4; Yy = -3; erhalt man die Gleichung der
Polaren:

(-4-3)-(x-3)+(-3-2)-(y-2)=4

—7-x+21-5-y+10=4

7-X+5-y=27
Eingesetzt in die Kreisgleichung ergeben sich die bei-
den Losungen:

P= (1, 491, 3,3126) P, = (3,7522; 0,14686)

Die Tangenten durch die Punkte P1 und P2 lauten so-
mit:

Y=Y _ Yo =¥

X=% X=X
Ti: y=11496-x+1,5985
T2: y=0,4059-x-1,3763
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6.9 Die Ellipse

Die Ellipse gehort, wie der Kreis, zu den Kegelschnit-
ten. Sie entsteht dadurch, dass man einen geraden
Kreiskegel schrag anschneidet. Sie lasst sich jedoch
auch als geometrischer Ort definieren, wobei mehrere
Definitionen moglich sind. Die folgende bezeichnet
man als ,Gartnerkonstruktion®, da sie sehr einfach mit
einer Schnur ausgefuhrt werden kann:

Der Kegel ist der geometrische Ort aller Punkte, fur die
die Summe der Abstande von zwei festen Punkten F1
und F2 konstant ist.

Der Einfachheit halber werden die beiden Fixpunkte
auf der x — Achse platziert, symmetrisch zur y — Achse
im Abstand 2-e



P(x.y)

r Io

Tie— T —p
v

Die Summe der beiden Abstande r1 und r2 soll kon-
stant sein:

n+r,=2-a
AulRerdem kann man an den beiden rechtwinkligen
Dreiecken ablesen:

|r12:(x+e)2+y2 22:(e—x)2+y2

Falls der Punkt P auf die y — Achse rickt, solly = b
sein; in diesem Fall ist

rP=r;=a’=b’+¢’

Mitro =2-a—r1

Erhéalt man: 1/(x—e)2+y2 _2.a- /(x+e)2+y2

Quadrieren auf beiden Seiten ergibt:

(x—e)2+y2 =4-a2+(x+e)2+y2—4-a- (x+e)2+y2



4-a-\(x+e) +y> =4-a* +(x+e) —(x—e)’
=4.a°+4-e-x
a2-((x+e)2+y2):a“+2-az-e-x+e2-x2
a’x’+2-a’-e-x+a’-e’*+a’-y*=a'+2-a*-e-x+e°-x
a’(x*+y’)-e*x* =a'-a’ e’ =a’-(a"-¢’)
az-(x2+y2)—(a2—b2)-x2 =a’-b?

a’-y?+b*-x*=a*-b’
2 2

Xy
¥+F:1
yA
b
e —pe— € X
— a >r a —>

Aus der Gleichung der Ellipse geht hervor, dass man
die Ellipse auffassen kann als Kreis, der in einer Rich-
tung gedehnt wurde. Setzt man a = b = R, dann erhalt
man die Gleichung eines Kreises.



Vertauscht man die beiden Variablen, erhalt man eine
Ellipse mit der langeren Seite in der y — Richtung. Die
beiden Fixpunkte liegen dann auf der y — Achse:




6.10 Die Parabel
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Die Parabel ist der geometrische Punkt aller Punkte,
deren Abstand von einem gegebenen Punkt aus und
von einer Geraden (sog. Leitlinie) aus den gleichen
Abstand haben.

Um moglichst einfache Verhaltnisse zu erhalten, wird
die Leitlinie zunachst parallel zur y — Achse gelegt.
Dann muss die Parabelkurve durch den Koordinaten-
nullpunkt gehen, da auch im Nullpunkt der Abstand
0- F=0-List.

Damit gilt fir den Punkt P(x,y):

2
P_ p 2 |2
X+E—\/(X—Ej +Y |

p p’

X2 + p-x+7:x2—p-x+7+y2

y>=2-p-X

FiUr p = 1 erhalt man damit folgenden Graphen:



-3

Die Parabelfunktion in der errechneten Art ist nicht
eindeutig. Zu einem gewahlten x — Wert gehoren zwei
y — Werte. Lost man die Parabelgleichung nach y auf,
erhalt man zwei Kurvenzweige. Man kann den Gra-
phen um 90° drehen, wenn man in der Parabelglei-
chung x und y vertauscht. Der Abstand der Leitlinie
vom Fixpunkt soll dabei erhalten bleiben:
W
2-p



Der Fixpunkt F der Parabel heil3t auch ,Brennpunkt*.
Parallel einfallende Lichtstrahlen oder andere elektro-
magnetische Wellen werden auf den Brennpunkt fo-
kussiert. Eine im Brennpunkt angeordnete Lampe
sendet paralleles Licht aus. Aus diesem Grund werden
Antennen fur elektromagnetische Strahlung mit einem
sog. Parabolspiegel versehen, um Licht- und andere
elektromagnetische Strahlung gerichtet auszusenden
oder auf eine Stelle zu konzentrieren.



6.11 Die Hyperbel

Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte,
deren Abstande von zwei gegebenen Punkten die
konstante Differenz 2-a haben.

4 P(x.y)

/

Fi(-,0) F2 (e,0)

v

Zunachst wird angenommen, dass die beiden Fixpunk-
te F1 und F2 symmetrisch zur y — Achse liegen.

=,/x+e2+ ? r,=+/(X— )+y

-r,=2-a r=2-a+r,

,/x+e +y? =2-a+(x—e) +y? |2

(x+e)’ +y*=4-a>+(x—e)’ +y2+4-a- (x—e) +y?

W

4.e-x—4-a°>=4-a- (x—e)2+y2
e -x’—2-e-x-a’+a'=a’- (X" -2-e-x+e’ +y°)

Auch bei der Hyperbel kann man eine Beziehung ana-
log zur Ellipse aufstellen:

e = a?+b?



X*-(e’—a’)-y*-a*+a' =a’-e’ =a’-(a’ +b’)
x2.b? —y?.a? = a®.b?

2 2
b
Fura=2; b=1,5 ergibt sich folgender Graph

o))

N

’
j— a —»




Die blau gezeichneten Linien sind die sog. Asymptoten
der Hyperbel. Deren Bedeutung sieht man nach fol-
gender Umformung der Hyperbelgleichung:

XZ y2

P

Yo_x oy _ b b
b? a? x Va® x?

Wenn x sehr grofl3 wird (positiv oder negativ), dann
geht der zweite Ausdruck unter der Wurzel gegen null
und es bleibt:

y_,

b
X a

Dies sind die beiden blau gezeichneten Geraden. Ge-
gen diese Geraden strebt die Hyperbelkurve fur grol3e
X.

Fury =0 ist x = £ a. Zeichnet man von diesem Punkt
ausgehend ein rechtwinkliges Dreieck, erkennt man,
dass die Beziehung

e’ =a’+b?
erfullt ist, wenn e die Hypotenuse des Dreiecks und b

die zweite Kathete ist. Das Verhaltnis — ist gleichzei-
a

tig die Steigung der beiden Asymptoten.

Vertauscht man die beiden Variablen x und y, dann
erhalt man Hyperbeln, die um 90° gedreht sind, Die
Fixpunkte liegen dann auf der y — Achse.



6.12 Koordinatentransformationen

Haufig erhalt man als geometrischen Ort Kegelschnit-
te, die verschoben oder gedreht sind und deshalb eine
komplizierte Gleichung liefern und nicht erkennbar ist,
um welchen Kegelschnitt es sich handelt. Wenn es
gelingt, den Graphen des Kegelschnitts oder das Ko-
ordinatensystem so zu verschieben oder zu drehen,
dass die Normalform erscheint, erhalt man eine we-
sentlich einfachere Gleichung. Diesen Vorgang nennt
man Koordinatentransformation.



a) Parallelverschiebung des Koordinatensystems

Yy 4 A N
P(x,y)
7Y >
Yo §
4 .
7 X
«— X0 —Pb

Um den Punkt P(x,y) in den neuen Koordinaten darzu-
stellen, muss man x und y ersetzen durch:

X=¢&+X Y=1+Y
oder: E=X-X, n=Y-Y,

Man kann die Transformationsvorschrift auch so inter-
pretieren:

Tritt x und y immer in der Kombination
(X=%), (Y=¥)

auf, dann ist ein Graph in Richtung der positiven Ach-
sen verschoben. Man hat also neues Koordinatensys-
tem einzufiuihren, das nach rechts und nach oben ver-
schoben ist, um z.B. einen Kegelschnitt in die Normal-
form (in diesem Fall ohne xo und yo) zu Uberfihren-

Beispiel:

Bei der Funktion  2-x*—6-X+4-y*+8.-y—4=0



handelt es sich um einen Kegelschnitt. Gesucht ist die
Gleichung in Normalform.

2-X*—6-Xx+4-y*+8-y—4=0

) 3) 3Y )
2: X =8 x+| J ] |=2+| S +4-(y*+2-y+1)-4-1=4

2
2-(x—%) +4-(y+1)2 :4+%+4:§

Y,
2 (y+1) 1

25 ' 25

4 8

. . . . 3
Es handelt sich um eine Ellipse, die um 2 nach rechts
und um 1 nach unten verschoben ist, mit den Halb-

achsen a = E b= L Macht man die Substituti-

2:2

onen: X—%zé y+l=n

Dann erhalt man die Ellipsengleichung in der Normal-

form: | ; |
o) (%)

=1
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Im vorliegenden Fall wurden die Transformationsglei-
chungen durch quadratische Erganzung gefunden.
Falls diese nicht erkannt werden, kann man allgemein
die Substitution X =& + X, y =n+Y, vornehmen

und Xo und yo so bestimmen, dass in der Gleichung
die linearen Glieder der Variablen verschwinden und ¢
und n nur noch quadratisch vorkommen.



Obiges Beispiel:

2-(§+xo)2—6-(§+xo)+4-(77+ yo)2+8-(77+ Yo)—4=0
2-EP 4 4-E-X 42X —6-E—6-X,+4-7°+8- -y, +4- Y]
+8-n7+8-y,-4=0

Alle Koeffizienten bei ¢ sollen verschwinden:

4'X0—6:O XO:E

Koeffizienten bei n:
8-y,+8=0 Yo =-1

Setzt man diese Werte in obige Gleichung ein, erhalt
man:

2-§2+4-772—%=0

Division durch % liefert die Normalform.

b) Drehung des Koordinatensystems

Oft ist es notwendig, ein gegenidber dem x — y - Sys-
tem gedrehtes Koordinatensystem einzufiihren. Dies
ist bei Kegelschnittgleichungen dann notwendig, wenn
gemischte Glieder x - y auftreten und man méchte den
Kegelschnitt in Normalform darstellen. Aus der Figur
kann man folgende Transformationsgleichungen able-
sen:



Xy

Xx=£&-C0Sa—n-Sina
y=&-sina+n-cosa

Dabei kann man den Winkel a so bestimmen, dass die
gemischten Glieder &£ -7 herausfallen.

Beispiel:
Gesucht ist die Normalform des Kegelschnitts:
2-y*—4.x-y—x*-17=0

Die obigen Transformationsgleichungen werden ein-
gesetzt:

2-(52-sin2a+2-§-n-sina-c05a+772-cosza)
—4-(&-cosa—n-sina)-(£-sina+7-cosa)

—(52-cosza—2-§-n-sina-003a+n2-sinza)—17:0



£*-(2-sin*a -4-sina-cosa —cos’ a ) +
+1° -(2~C0820{—I—4-Sina-COSa—Sinza)—l-
£-n-(6-sina-cosa—4-cos’ o +4-sin’ )

-17=0
Der Term bei & -7 soll null werden:

4-sina-cosa—4-cos’a+4-sina+2-sina-cosa =0
3-sin(2a)—4-cos(2a)=0

4 4
tan(2a)=§ 2-a=arctan§ik-7r

T

a=0,5-arctan£ik-
3 2

a =0,4636 i%
a® = 26.57°+90°




6.13 Die allgemeine Kegelschnittgleichung
Jede quadratische Funktion der Form:

A-xX*+B-y*+C-x-y+D-Xx+E-y+F =0

ist ein Kegelschnitt, falls er sich durch eine Parallel-
verschiebung oder durch eine Drehung des Koordina-
tensystems in eine der Normalformen bringen lasst.
Dies ist immer madglich, falls es sich nicht um einen
entarteten Kegelschnitt handelt, d.h. falls die Glei-
chung fir keine Wertekombination gultig ist.

Fehlt eines der quadratischen Glieder, handelt es sich
um eine Parabel. Fehlt das gemischte Glied und sind
die Faktoren von den quadratischen Gliedern gleich,
handelt es sich um einen Kreis, sonst um eine Ellipse
oder Hyperbel.



